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Sunus

Bu kitap, matematik diinyasina degerli katkilar sunmug olan Wactaw Sierpinski’nin
klasik eseri 250 Problems in Elementary Number Theory'nin Tiirkce cevirisidir.!
Amacimiz, bu kiymetli eseri matematikseverlere ve 6grencilere ticretsiz olarak
ulagtirarak, sayilar teorisinin temel problemlerine olan ilgiyi artirmaktir.

Eserin ilk baskisinin tizerinden elli yili agkin bir siire ge¢mis olmasi ve bu ¢evirinin
ticari bir amag giitmemesi sebebiyle, ¢alismamizi iicretsiz olarak erigime a¢manin
yerinde olacagina inaniyoruz. Yine de eserin telif haklar1 devam ediyorsa, hak
sahiplerinin acarzfr@gmail.com adresinden bizimle iletigime ge¢mesi durumunda
gerekli diizenlemeleri yapmaya hazir oldugumuzu belirtmek isteriz.

Bu kitabin Tiirkce matematik literatiiriine katk:i saglayacagina inaniyor ve
matematik meraklilarinin bu eseri ayni cogkuyla okuyacagini umuyoruz.

Wactaw Sierpinski’yi saygi ve minnetle anarak, ¢evirinin faydal olmasini dileriz.

Zafer Acar

Tesekkiir

Bu gevirinin hazirlanmasi siirecinde beni tesvik eden ve degerli yardimlarini
esirgemeyen saygideger hocam Prof. Dr. Refail Alizade’ye en igten tegekkiirlerimi
sunarim.

Teknik Detaylar

Bu kitap, acik kaynakli bir yazim sistemi olan Quarto ile hazirlanmigtir. Kitap,
HTML ve PDF olmak {izere iki farkli formatta sunulmaktadir:

« HTML
« PDF

LCoziimlerin geviri siirecinde yapay zeka destekli araclar kullanilmigtir.
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https://quarto.org/
https://acarzfr.github.io/250problem/
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Sorularin ¢oziimleri dipnotlarda verilmigtir. Her iki formatta da soru numarasindan
¢ozlime kolayca ulagabilirsiniz.

Ayrica, Hypothesis aracini kullanarak kitap tizerine notlar alabilir ve bu notlar
herkese agik veya 6zel olarak paylagabilirsiniz. Bunun i¢in HTML formatinda,
sayfamin sagindaki panelden ticretsiz bir hesap olugsturmaniz yeterlidir.


https://web.hypothes.is/

1 Tam Sayilarin Boliinmesi

1. n? 4+ 1 saywisiun n + 1’e boliinecek sekilde tiim pozitif tam say1 n degerlerini
bulunuz.!

2. 2% —3 sayisinin z — 3’e boliinecek sekilde tiim z # 3 tam sayilarmi bulunuz.?

3. 4n? + 1 sayismin 5’e ve 13’e boliinmesini saglayan sonsuz sayida pozitif tam
say1l n'nin bulundugunu kanitlaymiz.?

4. Her pozitif tam say1 n icin 3n® + 26n — 27 sayisim 169’a boliindiigiinii
kanitlayimiz.*

5. k=0,1,2,... icin 226¥%2 4 3 sayisinin 19’a boliindiigiinii kanitlayiniz.®

6. 270 + 370 say1isinin 13’e boliindiigiinii gosteriniz.’

1Bu kosulu saglayan yalnizca bir pozitif tam say1 vardir: n = 1. Gercekten de n? + 1 =
n(n + 1) — (n — 1)’dir; bu nedenle, n + 1 | n2 + 1 ise, n + 1 | n — 1 olur. Bu, pozitif tam
sayilar i¢in yalnizca n — 1 = 0 oldugunda miimkiindiir, yani n = 1 olmalidir.

2z — 3 = t olarak tamimlayalim. Béylece, t, t # 0 olacak sekilde bir tam say1
olur ve t | (¢t +3)®>—3, budat | 33 —3 yani ¢t | 24 kosuluna esdegerdir. Bu
nedenle, t’nin 24’in bir tam say1 boleni olmasi gerekli ve yeterlidir. Bu durumda, t,
+1,42,+3, 44,46, 48, +12, +24 sayilarindan biri olmalidir. = ¢ + 3 igin su degerleri elde
ederiz: —21,—-9,—-5,-3,—-1,0,1,2,4,5,6,7,9,11,15, ve 27.

3Ornegin, 65k + 56 aritmetik dizisindeki tiim n sayilar1 (burada k = 0, 1,2, ...), istenen 6zellige
sahiptir. Gergekten de, n = 65k + 56 igin, k > 0 tam saysi ile n = 1 (mod 5) ve n = 4
(mod 13) olur. Bu nedenle, 4n%? +1 =0 (mod 5) ve 4n? + 1 =0 (mod 13) olur. Béylece,
5[4n2+1 ve 13| 4n? + 1.

4Jddiamiz1 tiimevarim yontemiyle kanitlayacagiz. 169 | 36 — 26 — 27 = 676 = 4 - 169 oldugunu
biliyoruz. Sonraki adimda, 33("*1+3 —26(n + 1) — 27 — (3373 —26m — 27) = 26(33"3 — 1)
elde ederiz. Ancak, 13 | 32 — 1, bu nedenle 13 | 33*Y — 1 ve 169 | 26(33"3 — 1)'dir.
Timevarim yontemiyle kanit hemen ortaya cikar.

526 = 64 = 1 (mod 9) olduguna gore, k = 0,1,2, ... icin 26* = 1 (mod 9) elde ederiz. Bu
nedenle 2652 = 22 (mod 9) olur ve her iki taraf da ¢ift oldugundan, 26%*2 = 22 (mod 18)
elde ederiz. Buradan 2%%*2 = 18t + 22 elde ederiz, burada ¢t > 0 bir tam sayidir. Ancak,
Fermat’'m kiigiik teoremine gore, 218 = 1 (mod 19)’dur ve 2¥* = 1 (mod 19) olur, t =
0,1,2,... icin. Boylece, 26k+2 = 218t%4 = 24 (mod 19) olur; buradan da 2°%2 + 3 =
24 +3 =0 (mod 19) elde edilir ve bu da kanitlanmasi gereken seydir.

SFermat’in kiigiik teoremine gore, 2!2 = 1 (mod 13) oldugundan, 2°° = 1 (mod 13) elde ederiz.
Ayrica, 2° = 6 (mod 13) oldugu igin, 2'° = —3 (mod 13) elde ederiz. Ote yandan, 33 =1
(mod 13)’tiir, bu da 3% = 1 (mod 13) ve 37° = 3 (mod 13) anlamina gelir. Bu nedenle,
270 + 370 =0 (mod 13) olur, yani 13 | 27° + 37°, bu da kanitlanmasi gereken seydir.
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7. 20'® — 1 sayismin 11 - 31 - 61 carpanma béliindiigiinii kanitlayimiz.”

8. Her pozitif tam say1 m ve a > 1 tam sayis1 igin
am—1
(ﬁ,a— 1) = ((Z— l,m)

esitliginin saglandigim kanitlayiniz.®

9. Her pozitif n sayist igin 3 - (15° 4255 + - +nP) sayisin 133 +23% +--- +n3’e
boliindiigiinii kanitlayimiz.”

10. 1™ + 2™ 4 -+ + (n — 1)™ sayisinin n’e boliinmesini saglayan tiim n > 1 tam
sayilarimi bulunuz.'?

7Acikca goriilityor ki, 20'° — 1 sayisinin her bir asal béleni olan 11, 31 ve 61’in 20'° — 1’i
boldiigiinii géstermek yeterlidir. 25 = —1 (mod 11) ve 10 = —1 (mod 11) oldugundan, 10° =
—1 (mod 11), bu da 20° = 1 (mod 11) ve 20'® = 1 (mod 11) anlamina gelir. Dolayisiyla
11205 — 1. Sonra, 20 = —11 (mod 31) oldugundan, 202 = 121 = —3 (mod 31)’dir. Bu
nedenle, 20% = (—11)(—3) = 33 = 2 (mod 31) ve 20 = 25 = 1 (mod 31) olur. Béylece,
31]20'% — 1. Son olarak, 3* = 20 (mod 61) ve bu da 20'®> = 35° =1 (mod 61) anlamina
gelir (Fermat’in kiigiik teoremine gore); bu nedenle 61 | 205 — 1.

8d = (“:L:ll ,Q — 1) olarak tamimlayalim. Asagidaki egitligi géz 6niinde bulunduralim:

a™—1

a—1

=@ =D+ @ =D +-+(a=-1)+m ®

ve a — 1| a* — 1 ifadesinin k = 0, 1,2, ... i¢cin gegerli oldugunu dikkate alarak, d | m elde
ederiz. Bu nedenle, a — 1 ve m sayilarinin d > § ortak bir boleni olsaydi, (1) esitligine
gore 9§ | a::ll olurdu ve a™ — 1 ile a — 1 sayilar1 § > d ortak bir bolenine sahip olurdu
ki bu imkansizdir. Bu nedenle, d, a — 1 ve m sayilarinin en biiyiik ortak boélenidir ve bu
kanitlanmas: gereken seydir.

9Pozitif tam say1 n icin, su esitlige sahibiz:

n2(n+1)2

13428+ 4 nd = 1

(bu esitlik tiimevarim ile elde edilir). Yine tiimevarim ile su esitligi de elde ederiz:
15425+ +n®=-"n2(n+1)2(2n2 +2n—1)
bu da tiim pozitif tam sayilar n icin gegerlidir. Bu formiillerden su sonucu elde ederiz:
(15425 44+ n5)/(132+22 + .. +n3)=2n2 +2n—1

bu da istenen 6zelligi kanitlar.
10Bunlar, 1’den biiyiik tiim tek sayilardir. Aslinda, n tek ve n > 1 ise, (n — 1)/2 pozitif bir tam
sayidir ve k= 1,2, ..., (n —1)/2 i¢in kolayca su ifadeyi elde ederiz:

n| k™ 4+ (n—k)™ (¢inki (—k)" = —k™)

Boylece, n | 1™ + 2™ +--- + (n — 1)™ elde ederiz. Diger yandan, eger n ¢ift ise, 2°, n’yi bolen
en yiiksek 2 kuvveti olsun (bu nedenle s pozitif bir tam sayidir). 2° > s oldugundan, k ¢ift
oldugunda 2° | k™ ve k tek oldugunda (bu dizideki k sayilarinin sayisi (n — 1)/2’dir) Euler’in
teoremine gore k2°~1 = 1 (mod 2°) ve k™ =1 (mod 2°) elde ederiz (ciinkii 2° | n). Béylece
su sonuca ulagiriz:

1" +3" 4+ 4+ (n—=3)"+(n—1)" =

6

(mod 2°)

V|3



11. Pozitif tam n sayis1 igin a,, = 22"t —2nF! 11 ve b, = 227+ 4 27+l 4 1
sayilarindan hangisinin 5’e béliiniip, hangisinin boliinmedigini tespit ediniz.!!

12. Her n pozitif tam sayisi i¢in
r+1,2°+1,2% +1,...

sonsuz dizisinin her bir terimi n’ye boéliinecek sekilde bir x pozitif tam sayisi
bulundugunu kanitlayiniz.'?

13. Her x ¢ift pozitif tam sayis1 igin

T

z® +1,2% +1,2% : +1,...

bu da su sonucu verir:

1" 427 4 (n—1)" = (mod 2°)

|3

2" + 4™ 4+ 4+ (n—2)" =0 (mod 2°) oldugundan, n | 1™ 4+ 2™ + -+ (n — 1)™ elde ederiz.
Eger 2° | n ise, 2 =0 (mod 2°) olur ve 2° | n ve 2°7! | n celigkisini elde ederiz. Boylece, n
¢ift oldugunda n { 1™ + 2™ 4 --- 4+ (n — 1)™ elde edilir.
Not: Fermat teoreminden su sonucu kolayca gikaririz: Eger n bir asal sayiysa, n | 1™ + 1 —
1" +--+(n—1)"+ 1. Ancak, bu iligkiyi saglayan bilesik bir say1 bilmiyoruz. G. Ginga, boyle
bir bilegik say1 olmadigini 6ne siirdii, ancak bu 1’den kiigiik bilegik bir sayinin var olmadigini
heniiz kanitlayamadi.

HDért durumu inceleyelim:
(a) n = 4k olsun, burada k pozitif bir tam sayidir. Bu durumda,

a, =281 _24ktl 1 1=2_24+1=1 (mod?5),

b, =281 4 24kl 1 1=2424+1=0 (mod 5).
(2* =1 (mod 5) oldugundan, 24* = 1 (mod 5)’tir.)
(b) n =4k + 1 olsun, k =0, 1,2, .... Bu durumda,

a, =28F3 2442 1 1=8_44+1=0 (mod 5),

b, =28k3 4 24k+2 1 1 =8444+1=3 (mod 5).
(¢) n =4k + 2 olsun, £ =0,1,2,.... Bu durumda,

a, =28k5 2443 1 1=2_84+1=0 (mod 5),

b, =28k5 1 24k3 41 1 =248+ 1=1 (mod 5).
(d) n =4k + 3 olsun, £k =0,1,2,.... Bu durumda,

a, =28FF7 _24k+4 1 1=8_14+1=3 (mod 5),

b, =28+7 4 24kt 1 1=84+1+1=0 (mod 5).

Sonug olarak, a,, sayilari yalnizca n = 1 veya 2 (mod 4) oldugunda 5’e bolintirken, b,
sayilar1 yalmizca n = 0 veya 3 (mod 4) oldugunda 5’e boliiniir. Boylece, yalnizea a,, veya b,,
sayilarindan biri 5’e boliiniir.

x = 2n — 1 secmek yeterlidir. Boylece =, 2%, x*", ... sayillarin her biri tek olur ve dolayisiyla
2n = x+1, sonsuz dizinin her bir terimi olan 41, +1, *" +1, ... sayilarimin bir bolenidir.
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dizisinin terimlerinden hic¢birinin n’ye béliinmeyecek sekilde sonsuz sayida
n tek pozitif tam sayis1 bulundugunu kanitlayinz.'3

14. Her n pozitif tam sayisi i¢in (n + 1) — 1 sayismin n?’ye boliindiigiinii
kanitlayimiz. '

(2"-1)

15. Her n pozitif tam sayisi igin 2 " —1 sayismin (2" — 1)?’ye boliindiigiinii

kanitlayimiz.'?

16. 2™ 4+ 1 sayis1 n’ye boliinecek gekilde sonsuz sayida pozitif tam n sayisi
bulundugunu kanmitlaymiz. Bu kosulu saglayan tiim asal sayilar1 bulunuz.!®

17. Her a > 1 tam sayis1 i¢in a™ + 1 sayisinin n’ye boliinecek sekilde sonsuz
sayida pozitif tam n sayis: bulundugunu kanitlayiniz.'”

3 Ornegin, 4k+3 bicimindeki tiim asal sayilar p. Aslinda, x ¢ift oldugunda, dizideki x, *, z**, ...
terimlerinin her biri cifttir. Eger dizideki z* + 1, z** + 1, = + 1, ... terimlerinden herhangi
biri p’ye tam boliinseydi, pozitif bir tam say1 m igin p | ™ + 1 iligkisine sahip olurduk,
dolayisiyla (z™)? = —1 (mod p). Ancak, —1, 4k + 3 bigimindeki asal bir modiil igin bir
karekok kalani olamaz.

MBinom agilimindan
(1+n)" =1+ (T)n—i— (Z>n2+~-~+ (Z)n”

n > 1 igin (bu, 12 | 22 — 1 durumu gdz éniine alindiginda varsayilabilir), {igiincii terimden
itibaren tiim terimler n’yi en az 2 iissiinde igerir. Ikinci terim (7)n = n?’ye esittir. Bu
nedenle, n? | ((1 +mn)™ — 1) ve bu kanitlanmas gereken seydir.

15Problem 14’e gore, pozitif tam sayilar m icin

m? | (m+1)™—1)
iliskisini elde ederiz. m = 2™ —1 i¢in, (m + 1)™ = 22"~ oldugundan, su iliskiyi elde ederiz:
(2" = 1)? | (2B" D —1),

ve bu, kanitlanmas1 gereken seydir.

163 | 23 + 1 ve pozitif bir tam say1 m igin 3™ | 23" + 1 oldugunu varsayalim. O zaman
23"+l = (3mk —1)% = 3mk3 —3mk? + 3™k — 1 = 3™t — 1, burada ¢ pozitif bir tam sayidir.
Boylece 3™+ | 23™+1 4 1 ve tiimevarim ile 3™ | 23 + 1'i elde ederiz, m = 1,2, .... Ancak,
n | 2™ + 1 iligkisini saglayan baska pozitif tam sayilar da vardir. Aslinda, pozitif bir tam
sayl n icin n | 27 + 1 ise, aymi zamanda 2" + 1 | 22”1 + 1 olur. Gercekten de 2™ + 1 = kn,
burada k bir tam sayidir (agikca, tektir), o zaman 2™ 41 | 2™ 41 = 22"+ 41 olur. Béylece
9 2% + 1 ifadesi 513 | 2512 + 1 sonucunu verir.
n’nin asal oldugunu ve n | 2™ + 1 oldugunu varsayalim. Fermat’in teoremiyle, n | 2™ — 2
elde ederiz, bu da n | 3 sonucunu verir. n asal olduguna gore, n = 3 elde ederiz. Gergekten,
3] 2% + 1 olur. Béylece, n | 2™ + 1 iligkisini saglayan tek asal say1 n = 3 olur.

17Oncelikle O. Reutter’e ait agagidaki teoremi kanitlayacagiz (bkz. (Reutter 1963)):

Eger a + 1, tam say s ile bir 2 kuvveti degilse, o zaman n | a™ + 1 dligkisi pozitif tam
sayilarla sonsuz ¢ozimd vardar.

Eger a + 1, tam say1 s ile bir 2 kuvveti degilse, o zaman p > 2 olan bir asal bdéleni vardir.
Bu durumda, p | a + 1 olur.

Lemma. Eger k > 0 bir tam say1 ve p | a* + 1 ise, o zaman p**! | """ + 1.

Lemmanin ispati. k> 0 olan bir tam say1 icin p* | a* 4+ 1 oldugunu varsayalim. a* = b
yazalim, bu durumda p* | b+ 1 elde ederiz, dolayisiyla b = —1 (mod p**!) olur.
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18. 2™ 4 2 sayis1 n’ye boliinecek gekilde sonsuz sayida pozitif tam n sayisi
bulundugunu kanitlayinz.'®

19. a'® + 1 sayisiin 10’a béliinmesini saglayan tiim pozitif tam a sayilarimi
bulunuz.

p tek asal oldugundan, aP*"" + 1 = bP*! = (b+ 1)(bP~1 —bP~2 4 ... — b+ 1) ifadesini elde
ederiz.

Ve (ciinkii b = —1 (mod p**1) bu da b =1 (mod p**1) anlamma gelir) b2 = 1 (mod p) ve
b?* = 1 (mod p) elde ederiz. Bu nedenle:

b1 —pP 2 4. —p+1=0 (mod p),

bu da ikinci terimin p’ye béliinebilir oldugunu gosterir. Dolayisiyla, p**! | aP"™ + 1 elde
ederiz ve bu ispatlanmas: gereken seydir.
Lemma, p | a + 1 oldugunda, p*** | a?*™" + 1 ve pF*! | a?™"' + 1 i¢in k = 1,2, ... ifadesiyle
tiimevarim saglar. Bu da n | a™ + 1 iligkisini saglayan sonsuz pozitif tam say1 n oldugunu ve
O. Reutter’in teoremini ispatladigimiz1 gosterir.
Reutter teoreminin kogullarini saglayan pozitif tam sayilar i¢in, a’nin tek ve a > 1 oldugunu
varsaymak yeterlidir. Bu durumda, a? 4+ 1 ve a? ifadesi 8k + 1 formundadir. Dolayisiyla,
a? 41 =8k+2=2(4k + 1) tek bir ¢ift sayidir. Su lemay1 ispatlayacagiz:
Lemma. Eger a tek ise, o zaman a ve a? + 1 gift tek sayilar olup, s | @ + 1 ise, pozitif bir
tam say1 s, > s vardir ki s; ve a®! + 1 de cift tek sayilardir ve s; | a®t + 1.
ispat. a? +1 ve a®t + 1 cift tek sayilar oldugundan, a + 1 = ms elde ederiz, burada m
tektir. Boylece a® +1 = a®t + 1 = a®t 4 1'dir ve a®! + 1 ¢ift bir ¢ift tek sayidir.
s1 | a+1 oldugunda, s, | a®t +1 ve s, | a®t +1 elde ederiz. Bu durumda, a > 1 oldugundan,
s, > s olur. Boylece lema ispatlanmig olur.
a tek oldugundan, s = 2 diyebiliriz, bu da lemanin kogullarim saglar. Boylece, n | a™ + 1
iligkisini saglayan sonsuz pozitif tam say1 n oldugunu gosteririz ve bu ispatlanmasi gereken
seydir (bkz. (Sierpiriski 1964c)).

Bngiftiseven | 2" +2ven|n—1]2"1 + 1 ise (6rnegin n = 2 i¢in bu dogrudur), o zaman
n,; = 2"+ 2 sayisiigin n,y | 2"t +2ven; | ny; —1|2"171 +1 elde ederiz. Ashnda, n | 2" + 2
ve n ¢ift oldugunda, 2™ 4+ 2 = nk elde edilir, burada k tektir. Dolayisiyla:

2n 4122742 41 =22"" 1 9

n, = 2™ + 2 igin ise:

n,—1=2"4+1]22"+1 41
Sonra, n — 1 | 2771 + 1 ifadesini elde ederiz ki bu da 2™ + 1 = 2" 1m + 1'i verir, burada m
tektir. Dolayisiyla:

on + 1 ‘ 2a71m+ 1= 22"+1

elde ederiz, bu da:
on + 2 | 222 +2+2, ve nl | 2n1+2

Bu kosullar: saglayan sonsuz sayida ¢ift tam say1 n vardir.

n, = 2™ + 2 oldugundan, kosullarimizi saglayan sonsuz sayida ¢ift tam say1 vardir. n = 2’den
baglayarak, ardigik sayilar 2, 6, 66, 266 4+ 2, ..Ancak, C. Bindschedler bu yéntemin n | 2™ + 2
iligkisini saglayan tiim sayilar1 vermedigini fark etti; érnegin 946 sayis1 2946 + 2 iligkisini
saglamaz. Bu problemi tartigan C. Bindschedler tarafindan verilen ¢éziimii, Flemente der
Mathematik dergisinin 18. sayisindaki 430 numarali problemimde gorebilirsiniz (1963), sayfa
90.

YEger a bir pozitif tam sayiysa ve r sayisi a sayisinin 10’a béliinmesinden kalan ise, a'© + 1
ifadesi ancak ve ancak r!° + 1 ifadesi 10’a béliinebiliyorsa 10’a béliiniir. Bu nedenle,
sadece r = 0,1,2,...,9 sayilan dikkate alinmalidir ve bu sayilar icin sadece 3'° + 1 ve
710 + 1 ifadelerinin 10’a béliinebildigini kolayca dogrulariz. Dolayisiyla, a'® + 1 ifadesi 10’a
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20. Hicbir n > 1 tam sayis1 icin 2" —1 sayismin n’ye boliinmedigini kanitlayimiz.?°

(a) 2™ + 1 sayisinin n’ye boliinmesini saglayan sonsuz tane n pozitif tam
sayisinin bulundugunu gosteriniz.

21. 3™ + 1 sayisinin n’ye boliinmesini saglayan tiim n tek pozitif tam sayilarini
bulunuz.?!

22. n-2" 4+ 1 sayisimin 3’e boliinmesini saglayan tiim n pozitif tam sayilarini

boliinebilen tiim a sayilar1 10k + 3 ve 10k + 7 formundadir, burada £ =0,1,2, ....

20p > 1 pozitif tam sayilarmin oldugunu ve n’in en kiiciigii oldugunu varsayalim. Euler teoremine
gore n | (2™ — 1). Ancak, pozitif tam sayilar a ve b igin 2¢ — 1 ve 2° — 1 sayilarin en biiyiik
ortak béleni 2¢ — 1°dir, burada d = (a, b)’dir.
a=mnveb=pn)ign d = (n,p(n))dir, dolayisiyla n | (2¢ — 1)’dir. Ancak, n > 1
oldugundan 2¢ — 1 > 1 elde ederiz, buda d > 1 ve 1 < d < ¢(n) < n anlamina gelir ve
d|n| (2% —1) ifadesi n’in tanimma aykiridir.
(a) Ornegin, n = 3% bicimindeki tiim sayilar igin (k = 1,2,...). Bu durumu matematiksel
tiimevarim yoluyla ispatlayacagiz. Elimizde 3 | 23" 11 var. Eger herhangi bir pozitif tam k
i¢in 3 | 23" 4 1, o zaman, agagidaki 6zdeglikten hareketle

23" 1= (28" p1)(23" — 23" 4 1)
ve su gozlemden yola cikarak:
23" _ 93" 12923 12 (23" 11), ve 3[2%" 42

(¢iinkii 43 boliindiigiinde kalan 1 verir), formiiliin ikinci terimi 22“" + 1’in 3 ile béliinebilir

oldugunu gésterir, bu da 3 | 23" 4+ 1 anlamma gelir.

2lp = 1 olan tek sayidir. Varsayalim ki, n > 1 olan bir tek say1 vardir ve n | 3 + 1. Bu
durumda, n | 9n — 1. n, n | 99(™ — 1 ile pozitif bir tam say1 olsun. d = (¢(n),n) olarak
tanimlandiginda, n | 9¢ — 1 elde edilir. Ancak, d > 1 oldugunda, n | 8 elde edilir ki, n tek
oldugu igin bu miimkiin degildir. Sonug olarak 1 < d < p(n) < n ve d | n, bu nedenle n > 1
kogulunu saglayan tek bir say1 yoktur.
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bulunuz.??
23. Her tek p asal sayisi igin n-2" 41 sayisinin p’ye boliinmesini saglayan sonsuz
sayida n pozitif tam sayisinin bulundugunu kanitlayiniz.??

24. Her pozitif tam n sayis: icin, y¥ sayisi z%’e boliinecek, fakat y sayist z%’e
boliinmeyecek sekilde x > n ve y pozitif tam sayilarinin bulundugunu
kanitlayimiz.**

25. Her n tek pozitif tam sayist igin 2" — 1 sayisinin n’ye boliindiigiini
kanitlayiniz.??

22Acikea, n sayist 3’e bolilnemez. Bu nedenle, n sayist asagidaki formlardan birinde olmalidir:
6k+ 1, 6k + 2, 6k + 4 veya 6k + 5, burada k=0,1,2, ....
Eger n = 6k + 1 ise, 26 =1 (mod 3) oldugundan,

n2"+1=(2%2+1=2+1=0 (mod 3).

Bu durumda 3 | n2™ 4 1 olur.
Eger n = 6k + 2 ise,

n2"+1=2(252+1=8+1=0 (mod 3),

yani yine 3 | n2™ + 1.
Eger n = 6k + 4 ise,

n2" +1=4(2%2*+1=2°+1=2 (mod 3).

Son olarak, n = 6k + 5 ise,
n2" +1=5(26)25+1=2 (mod 3).

Bu durumda, n2" + 1 ifadesi ancak ve ancak n, 6k + 1 veya 6k + 2 formunda oldugunda 3’e
boliinebilir. Burada £ =0,1,2, ....

23Eger p tek bir asal sayiysa ve n = (p — 1)(kp + 1), burada k= 0,1,2, ..., 0o zaman n = —1
(mod p) ve p— 1| n. Fermat’nin kii¢iikk teoremi geregince, 2™ = 1 (mod p) olur, dolayisiyla
n2™ +1=0 (mod p).
Not: Bu problemden, n2™ 4 1 formunda sonsuz sayida bilesik say1 oldugu sonucu ¢ikarilabilir,
burada n pozitif bir tam sayidir. Bu formdaki sayilar Cullen sayilar: olarak bilinir. 1 < n <
141 araliginda bu formdaki tiim sayilar bilegik oldugu ispatlanmigtir, ancak n = 141 igin
n2™ + 1 asal bir sayidir. Sonsuz sayida asal Cullen sayisi olup olmadig: bilinmemektedir.

24, verilen bir pozitif tam say1 olsun ve k > 1 olmak iizere 2F > n olacak sekilde pozitif bir tam
say1 olsun. p, 2¥ — 1’den biiyiik bir asal say1 olsun. k > 1 oldugu icin, z = 2*, y = 2p olarak
alahm. Buradan @ } y ve = | 3 olur, ¢iinkii z = 22" ve y¥ = (2p)2?, burada 2p > 2¥k.
Ornegin, 4 } 10, fakat 44 | 1019, 8 } 12, fakat 8% | 1212, 9} 21, fakat 9° | 2121,

2 Pozitif tam sayilar icin, p(n) | n! oldugu aciktir. Aslinda, n = 1 i¢in bu dogrudur; eger n > 1
ise ve n = q{'q5? ... ¢, ® asal garpanlarina ayrilmigsa, burada g; < g, < -+ < q;, olmak iizere,
0 zaman

en)=ai" g5 it (g — 1)(g2 — 1) (g — 1)

a;—1 as—1 ap—1

ve ¢;°  qs e gy | n, g —1<gy—1< - < q,—1o0ldugu i¢gin ¢, — 1 < n ve
¢ —1<gy,—1<- < q,—1, nden kiigitkk farkli pozitif tam sayilardir. Boylece (¢; —1)(g, —
1)...(g, — 1)(n — 1)! | n! elde edilir ve buradan ¢(n)(n — 1)! | n! oldugu sonucu ¢ikar.
Eger n tek ise, (Euler teoremine gore) n | 2¢(™ — 1| 2" — 1, dolayisiyla n | 2™ — 1, bu da
kanitlanmasi gereken geydi.
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26. 2" — 3 (n = 2,3,...) sonsuz dizisinin 5’¢ boliinen sonsuz sayida terimi
oldugunu; 13’e béliinen sonsuz tane terimin bulundugunu, fakat 65’e béliinen
hicbir terimin bulunmadigini kanitlayiniz.26

27. 2™ — 2 ve 3" — 3 sayilar1 n’ye boliinmesini saglayan iki en kiiciik bilegik n
sayisimi bulunuz.?”

28. 2™ — 2 sayisinin n’ye boliinmesini, 3" — 3 sayisinin da n’ye boliinmesini
saglayan en kiicitk n pozitif tam sayisinm bulunuz.?®

29. 2™ — 2 sayisinin n’ye boliinmemesini, 3" — 3 sayisinin da n’ye boliinmesini
saglayan en kiiciik n pozitif tam sayisi bulunuz.?’

26Fermat’nin teoremine gore, 24 = 1 (mod 5) ve 2!2 =1 (mod 13).

23 = 3 (mod 5) ve 2% = 3 (mod 13) oldugu igin, 24k + 3 = 3 (mod 5) ve 212++4 = 3
(mod 13) elde ederiz, burada k = 0,1,2,.... Dolaysiyla, 5 | 24%¥3 — 3 ve 13 | 212k+4 _ 3
burada k=0,1,2,....

Bir sonraki adimda, 2° = 1 (mod 65) oldugunu ve bu nedenle 2'? = 1 (mod 65) oldugunu
gortiriiz. Boylece 2™ —3 = 2™ —3 (mod 65), bu da 2™ — 3 dizisinin (n = 2, 3, ...) 12 periyotlu
oldugunu gosterir. 2™ —3 sayilarinin higbiri (n = 2, 3, ...) 65’e béliinmiiyorsa, bunu gostermek
iginm = 2,3, ..., 13 i¢in 2™ —3 sayilarinin 65’e boliiniip boliinmedigini kontrol etmek yeterlidir.
65’e boliindiigiinde kalanlar sirasiyla 1, 5,13,29,61, 60,58, 54,46, 30, 63, 64 olup, bunlarin
hicbiri sifir degildir.

2Tn } 2™ — 2 olacak gekildeki en kiigiik dért bilegik n sayisinin 341, 561, 645 ve 1105 oldugu

bilinmektedir (6rnegin, bakiniz Sierpitiski, [37, s. 215]). 341 igin, 341 } 334! — 3’tiir, ¢iinkii
Fermat teoremi geregince 33° = 1 (mod 31), bu da 333° = 1 (mod 31) anlamma gelir,
dolayisiyla 3341 = 3! (mod 31) olur. 3% = —4 (mod 31) oldugundan, 3° = —64 = —2
(mod 31) elde ederiz, dolayisiyla 3'* = —18 (mod 31) olur. Bu nedenle 334! —3 =311 -3 =
—21 (mod 31)’dir ve 31 } 3%%! — 3, bu da 341 = 11 - 31 } 33*! — 3 anlamma gelir. Diger
yandan, 561 = 3-11-17 } 361 — 3’tiir ¢iinkii 11 | 31— 1 olmas1 11 | 339° —1 ve 11 | 3561 -3
olmasini gerektirir, ve ayrica 17 | 31 — 1 olmas1 17 | 31635 — 1 = 35609 — 1 olmasin1 gerektirir.
Boylece 17 } 3561 — 3tiir.

Boylece, n | 2™ — 2 ve n § 3™ — 3 olan en kiigiik bilesik n sayis1 n = 561 sayisidir.

645 sayis1 3%4° — 3’iin bir boleni degildir ciinkii 645 = 3 - 5 - 43, iken 32 = 1 (mod 43)
olmasi 3215 = 1 (mod 43) olmasini gerektirir. Boylece 353° =1 (mod 43) ve 3%45 = 315
(mod 43). 3* = —5 (mod 43) oldugundan, 3% = —45 = —2 (mod 43), 3'2 = 4 (mod 43),
315 = 108 = 22 (mod 43) elde ederiz. Bu nedenle 354 — 3 = 19 (mod 43), bu da 43 }
3645 _ 3 anlamina gelir.

Diger yandan, 1105 | 31105 — 3'tiir. Gergekten de, 1105 = 5-13-17, 3* = 1 (mod 5) ve
31104 = 1 (mod 5), ve 5 | 31195 — 3. Sonra, 3'2 = 1 (mod 13), 3'1% = 1 (mod 13) ve
13 | 31195 — 3. Son olarak, 3'6 = 1 (mod 17), ve 1104 = 16 - 69 oldugundan, 314 = 1
(mod 17) elde ederiz, bu da 17 | 3119% — 3 anlamina gelir. Béylece, n | 2" —2 ven | 3™ —3
kosulunu saglayan en kiigiik iki bilegik say1 561 ve 1105’tir.

Not: n | 2™ —2 ve n | 3™ — 3 olacak sekilde sonsuz ¢oklukta bilesik n sayis1 olup olmadigimi
bilmiyoruz. Bu iddia, A. Schinzel’in asal sayilarla ilgili bir samisindan ((Schinzel ve Sierpiriski
1958a)) ¢ikarsanabilirdi. Asal n sayilar igin, Fermat teoremi nedeniyle hem n | 2™ — 2 hem
de n | 3™ — 3 iligkileri gegerlidir.

2810} 3™ — 3 ve Fermat teoremi géz 6niine alindiginda, n sayisi bilegik olmaldir ve n | 2™ — 2
ile n § 3™ — 3 kosulunu saglayan en kiiciikk bilegik n sayis1i n = 341’dir. Problem 27’nin
¢oziimiinde 341 } 334! — 3 oldugunu kamtlamigtik. Béylece, n | 2™ — 2 ve n } 3™ — 3 olacak
sekildeki en kiigiik n sayis1t n = 341’dir.

Not: A. Rotkiewicz, n | 2™ — 2 ve n } 3™ — 3 olacak sekilde hem ¢ift hem de tek olan sonsuz
coklukta pozitif n tam sayisinin var oldugunu kanitlamigtir.

n = 6 sayisi istenen 6zelligi saglar. Aslinda, eger n § 2™ — 2 ise, n bilesik olmalidir. En kiigik
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30. Her a pozitif tam sayis1 igin o™ — a sayisinin n’e boliinecek sekilde bir n
bilesik sayis1 bulunuz.?"

31. a,b,c tam sayilar olmak iizere a® + b3 + ¢3 say1s1 9’a béliiniiyorsa, a, b, c

sayilarindan en az birinin 3’e béliindiigiinii kanitlaymiz.3!

32. ai, k=1,2,3,4,5 tam sayilar olmak {izere
ai + a3 +aj +aji + a3
sayist 9’a boliiniiyorsa,
3| (ay-ay-az-ay-as)
32

oldugunu kanitlayiniz.

33. (z,y) = 1 ve 22 + 32 = z* olmak {izere x,y, 2 pozitif tam sayilarsa, 7 |
xya day oldugunu kamtlaymiz. (z,y) = 1 kogulunun gerekli oldugunu
gosteriniz.

bilesik say1 4’tiir, ancak 4 } 3* — 3 = 78. Sonraki bilesik say1 6’dir ve 6 } 26 — 2 = 62 iken,
6 | 35 — 3’tiir ¢iinkii 36 — 3 bariz bir gekilde ¢ifttir ve 3 ile béliinebilir.

Not: A. Rotkiewicz, n | 3™ — 3 ve n } 2™ — 2 olacak sekilde hem ¢ift hem de tek olan sonsuz
coklukta bilegik n sayisinin var oldugunu kanitlamigtir.

30Eger a bilesik ise, n = a alabiliriz ¢iinkii a | a® — a oldugu agiktir. Eger a = 1 ise, n = 4

alabiliriz ¢iinkii 4 | 1* — 1. Eger a > 2 bir asal ise, n = 2a alabiliriz ¢iinkii bu durumda
a tektir ve a?? — a sayisi cifttir; boylece, tek bir a sayisi ile ve 2 ile béliinebilen a?? — a,
2a ile boliinebilir. Geriye a = 2 durumunu ele almak kaliyor. Burada n = 341 = 1131
alabiliriz ciinkii 341 | 234! — 2: bu son 6zellik su sekilde kanitlanabilir: 11 | 219 — 1 = 1023
elimizdedir, dolaywsiyla 11 | 2349 — 1, ve 11 | 234! — 2. Sonra, 31 = 25 — 1 | 2340 — 1,
dolayistyla 31 | 2341 — 2. Béylece 234! — 2 sayis1 11 ve 31 ile béliinebilir, dolayisiyla bunlarin
carpimi olan 341 ile de boliinebilir.
Not: M. Cipolla, her pozitif a tam sayis1 igin n | a™ — a olacak sekilde sonsuz ¢oklukta bilegik
n sayisinin var oldugunu kamtlamigtir. (Bakimz (Cipolla 1904)). Ancak, her a tam sayisi
icin n | a™ — a olacak sekilde sonsuz ¢oklukta bilesik n sayisinin olup olmadigini bilmiyoruz.
Bu tiir sayilarin en kiigligii 561 = 3 - 11 - 17°dir. A. Schinzel’in asal sayilarla ilgili belirli bir
sanisindan ((Schinzel ve Sierpiniski 1958a)) bu tiir sonsuz goklukta bilegik saymin var oldugu
sonucu ¢ikar.

313 ile boliinemeyen bir tam saymin kiipiiniin 9’a béliinmesiyle elde edilen kalan 1 veya —1’dir.
Boylece, eger a, b, ¢ sayilarindan higbiri 3 ile béliinemeseydi, o zaman a® + b3 + ¢3 sayisinin
9’a boliinmesiyle elde edilen kalan, + ve — igaretlerinin herhangi bir kombinasyonu igin 9 ile
béliinemeyen +1 4+ 1 + 1 olurdu. Buradan, eger 9 | a® + b3 + c® ise, o zaman 3 | abc oldugu
sonucu ¢ikar, ki bu da kanitlanmasi gerekendi.

32Kanit, Problem 31°deki kanita benzerdir ciinkii +£1 &1 4 1 4+ 1 + 1 say1s1, + ve — isaretlerinin
herhangi bir kombinasyonu i¢in 9 ile bélinemez.

33(xz,y) = 1 kosulu gereklidir ¢iinkii, 6érnegin, 152 + 202 = 5%, iken 7 } 15 - 20. Simdi, eger
(z,y) = 1ise ve x,y, z, x? + y2 = 2* olacak sekilde pozitif tam sayilar ise, o zaman Pisagor
denklemi teorisinden, érnegin x = m? —n?, y = 2mn, 22 = m? 4+ n? olacak sekilde m ve
n tam sayilar1 vardir. 7 } y oldugunu varsayalim; boylece 7 } m ve 7 } n. 7 ile boliinmeyen
bir tam sayinin karesinin 7’ye boliinmesiyle 1, 2 veya 4 kalanini verdigini gérmek kolaydir.
1+ 2, 14+ 4 ve 2+ 4 bu tir kalanlar olamayacagindan ve higbiri 7 ile boliinemediginden,
22 = m? + n? denkleminden m ve n sayilarinin 7’ye béliindiigiinde ayni kalanlar1 vermesi

gerektigi sonucu gikar. Béylece 7 | x = m? — n2.
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34. a,b tam sayilar icin 7 | a® + b2 ise 7 | aveya 7 | b oldugunu kanmtlaymiz.3*

35. Asagidaki kogullari saglayan sonsuz sayida x,y pozitif tam say1 ¢iftinin
bulundugunu kanitlayimiz ve boyle ciftlerden en kiiciigiinii bulunuz:3>

r(x+1)|yly+1), z4+y, x+1]y, z-y+1, z+1[y+1

36. Her s < 25 pozitif tam sayis1 ve s = 100 i¢in basamaklar1 toplami s’ye egit

olan ve s’ye béliinen en kiicitk n pozitif tam sayisim bulunuz.3°

37. Her s pozitif tam sayisi i¢in, s’ye bdliinen ve basamaklar: toplami s’ye esit
olan bir n pozitif tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.3”

38. Asagidakileri kanitlayimiz:3®

347 ile boliinmeyen bir tam sayinin karesi 7’ye béliindiigiinde 1, 2 veya 4 kalanin verir, dolayisiyla
bu tiir karelerin toplami 1, 2, 3, 4, 5 veya 6 kalanin verir. Boylece, eger a ve b, 7 | a? + b2
olacak gekilde tam sayilar ise, o zaman bunlardan biri, dolayisiyla digeri de 7 ile béliinmelidir.

35 =36k + 14, y = (12k +5)(18k + 7), k=0, 1, 2, ..., sayilan istenen 6zelligi saglar.
Ashnda, z(x 4+ 1) =2-3(12k + 5)(18k + 7) = 6y oldugu acik¢a goriiliirken, 6 | y + 1.

y sayist x ile bolunemez clinkii y tektir, x ise cifttir. y sayisi  + 1 ile béliinemez ¢iinkii
3|x+1,iken 3} y. y+ 1 sayis1 x ile boliinemez ¢iinkii 18k + 7 |  ve 18k + 7 | y, dolayisiyla
18k + 7 t y+ 1. Son olarak, y + 1 sayist « + 1 ile béliinemez ¢linkii 12k +5 | = + 1 ve
12k + 5| y, dolayisiyla 12k + 5 } y + 1.

k =0 i¢cin x = 14, y = 35 elde ederiz ve istenen &zellige sahip daha kiiciik sayilar olmadigini
gostermek kolaydir.

365 < 10 igin, elbette n, = s’e sahibiz. Sonra, s'nin ardigik katlarini inceleyerek, n,, = 190,
nq1 = 209, Ny, =48, nqy5 = 247, nyy = 266, N,y = 155, n g = 448, n,, = 476, n,g = 198,
Ny = 874, nyy = 9920, nyy = 399, nyy = 2398, nyy = 1679, ny, = 888, nyy = 4975
elde ederiz. Son olarak, 1,99 = 19999999999900’a sahibiz. Aslinda, 100 ile béliinebilen her
sayinin son iki basamag sifir olmalidir ve 199999999999’dan kiiciik her sayinin rakamlar:
toplami agik¢a 100°den kigiiktiir. Bakimiz (Kaprekar 1955).

37s pozitif bir tam say1 olsun, s = 2*5°¢, burada a ve 5, > 0 tam sayilar, ve t, 2 veya 5 ile
béliinemeyen pozitif bir tam sayidir. Euler teoremine goére 109®* = 1 (mod t)’ye sahibiz.
n = 10°78(109® + 102¢®) 4 ..+ 10°¢®)) olsun. 109®) + 102¢®) + . 4+ 105¢®) =5 =0
(mod ) (¢ | s oldugundan) sahibiz, ve 2457 | 10*# oldugundan, n sayis1 s ile béliinebilir.

Diger yandan, n sayisinin ondalik rakamlarinin toplaminin s’ye esit oldugu aciktir.
38

(a) Eger saymn 4k + 3 biciminde bir asal boleni yoksa, teorem bariz bir sekilde dogrudur.
Teoremin, asal ¢arpanlarina (birinci kuvvetler halinde, dolayisiyla farkl olmasi gerekmeyen)
ayrigimi s > 0 tane 4k + 3 bigiminde asal igeren tiim sayilar i¢in dogru oldugunu varsayalim.
n, asal carpanlaria (birinci kuvvetler halinde, dolayisiyla farkli olmasi gerekmeyen)
ayrisgimi s + 1 tane 4k + 3 bigiminde asal carpan igeren pozitif bir tam say1 olsun. O
zaman n = mgq olur; burada m’nin asal ¢arpanlarina (birinci kuvvetler halinde) ayrigimi s
tane 4k + 3 bi¢iminde ¢arpan igerir ve g, 4k + 3 bi¢iminde bir asaldir. g, m’nin 4k + 1
bi¢imindeki tam say1 bélenlerinin sayisini1 gostersin ve h, m’nin 4k + 3 bicimindeki tam
say1 bolenlerinin sayisim gostersin. Varsayim geregi (s ile ilgili olarak) g > h’ye sahibiz.
Simdi, mg’nun 4k + 1 bigimindeki tam say1 bolenleri, elbette m’nin 4k + 1 bigimindeki
bolenleri (bu bolenlerin sayisi g’ye esittir) ve ayrica m’nin 4k + 3 bi¢imindeki tam say1
bolenlerinin g sayisi ile ¢carpimlaridir; bu bélenlerin sayis1 h’dir. Boylece, mq sayist g + h
tane 4k + 1 biciminde tam say1 bolene sahip olacaktir. Diger yandan, mq¢’'nun 4k + 3
bicimindeki tam say1 bolenleri, m’nin 4k + 3 bicimindeki tam say1 bélenleri (bu bélenlerin
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(a) Her pozitif tam sayinin 4k + 1 geklindeki bolenlerinin sayis1 4k + 3 gseklindeki
bolenlerinin sayisindan az degildir.

(b) 4k + 1 geklindeki boélenlerinin sayis1 4k + 3 seklindeki bolenlerinin sayisina
esit olan sonsuz tane pozitif tam say1 bulundugunu kanitlayiniz.

(¢) 4k+ 1 seklindeki bolenlerinin sayisi 4k + 3 seklindeki bolenlerinin sayisindan
fazla olan sonsuz sayida pozitif tam say1 bulunur.

39. a,b,c herhangi tam sayilar ve n de 3’ten biiyiik olan bir tam say1 ise,
k= a,k+ b, k + c sayilarin higbirinin n’ye boliinmeyecek sekilde bir k£ tam
sayisimin bulundugunu kanitlayiiz.

40. F, =22" + 1i¢in F, | 25 — 2 oldugunu kanitlaymz (n = 1,2,3,...).%°

sayist h’dir) ve m’nin 4k + 1 bigimindeki bélenlerinin ¢ ile ¢arpimlari (bu bélenlerin
sayis1 g’dir) olacaktir. Ancak, bu sonuncular arasinda m’nin 4k + 3 bi¢imindeki bélenleri
olan bolenler olabilir. Boylece mg'nun 4k + 3 bicimindeki tam say1 bélenlerinin toplam
sayist < h + g’dir (ve belki de, < h + g). Teorem her mgq sayisi i¢in dogru oldugundan,
tiimevarim yoluyla (s’ye gore) teoremin pozitif s tam sayisi igin dogru oldugunu elde ederiz.

(b) 327 1 sayis1 (n =1,2,...) 4k+1 biciminde (yani, 1,32, 3%, ...,32"2) tam say1 bolenlerine
sahip oldugu kadar 4k + 3 biciminde (yani 3,32, 35, ..., 32" 1) bolenlere sahiptir.

(c) 32" sayis1 (n = 1,2,... olmak iizere) n + 1 tane 4k + 1 biciminde (yani 1,32, 34, ..., 32")
bélene ve sadece n tane 4k + 3 bigiminde (yani 3,32,...,32"71) bélene sahiptir. 5"
sayisinin tiim n + 1 boéleni 4k + 1 bicimindedir ve 4k + 3 biciminde hi¢ bdéleni yoktur.

399 1y, Ve 3, —a, —b, ve —c tam sayilarinin n’ye boliinmesiyle elde edilen kalanlar olsun.
Boylece, ry, 75, verg, 0,1,2,...,n—1 dizisinden tam sayilardir, ve r, r,, r5 sayilar1 arasinda
en fazla ii¢ farkh say1 oldugundan, n > 3 iken, bu dizide r # r, r # r,, ve r # ry olacak
gekilde bir r sayis1 vardir. Eger n | a + r olsaydi, o zaman —a = r; (mod n) oldugundan
n | r—r; olurdu. Ancak, r ve r;, > 0 ve < n olan tam sayilardir, ve eger farklar1 n ile
boliinebiliyorsa, o zaman r’nin taniminin aksine » = r; olmalhdir. Benzer bir sekilde n } b+ r
ve n } ¢+ r oldugunu gosteririz. Boylece, k = r alabiliriz.

40Pozitif n tam sayilari icin 2 > n+1 oldugunu tiimevarimla kolayca gésteririz, bu da 27+ | 22"

ve 22" — 1] 22" — 1 anlamma gelir. Bu nedenle F, = 22" +1 | 22" —1 | 22" —1 |
22" _ 92 =92F, —2 ve F, | 2F, — 2, ki bu da kamtlanmas: gerekendi.
Not: T. Banachiewicz, bu iligkinin P. Fermat’i tim F,, (n =1, 2,...) sayilarinin asal oldugu
sanisia gotirdiigiinden stpheleniyordu. Fermat’in zamaninda, sézde Cin teoreminin dogru
oldugu diistintilityordu, yani bir m > 1 tam sayis1 m | 2™ — 2 iligkisini sagliyorsa, o zaman
m’nin asal oldugunu one siiren teorem (bu, ilk birkag¢ yiiz tam say1 i¢in kontrol edilmisti).
Ancak bu, o zamanlar bilinmeyen m = 341 = 11 - 31 igin ¢Oker.
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2 Aralarinda Asal Sayilar

41. Her k tam sayisi i¢in 2k + 1 ve 9k + 4 sayilarinin aralarinda asal oldugunu
kanitlayimmiz. 2k — 1 ve 9k + 4 sayilarinin OBEB’ini £’ya bagh bir fonksiyon
olarak bulunuz.!

42. w seklinde olan her ikilisi aralarinda asal olan sonsuz tane tam say1

bulundugunu gésteriniz.?

43. w seklinde olan her ikilisi aralarinda asal olan sonsuz tane tam say1

bulundugunu goésteriniz.?

19(2k +1) — 2(9k + 4) = 1 oldugundan 2k + 1 ve 9k + 4 sayilan aralarinda asaldir. 9k + 4 =
42k — 1)+ (k+8) ve 2k — 1 = 2(k + 8) — 17 oldugundan, (9% + 4,2k — 1) = (2k —
1,k +8) = (k+ 8,17)’ye sahibiz. Eger k = 9 (mod 17) ise, (k + 8,17) = 17 olur; aksi
durumda, 17 t k + 8’dir, dolayisiyla (k + 8,17) = 1 olur. Boylece, eger k =9 (mod 17) ise
(9k+ 4,2k —1) =17 ve eger k £ 9 (mod 17) ise (9k + 4,2k — 1) = 1’dir.

21k olarak, eger m pozitif bir tam say1 olmak iizere, a; < a, < - < a,, seklinde ikigerli

aralarinda asal m tane {i¢gensel sayiya sahipsek, ¢ > a,, ve (t,a,,aq,...,a,,) = 1 olacak
sekilde bir ¢ iiggensel sayisinin var oldugunu gosteriyoruz.
Ashnda, a = a;a, ...a,, olsun; a + 1 ve 2a + 1 sayilar a ile aralarinda asaldir.
(2a+1)(2a +2)
Uit =loarn =5 = (a+1)(2a+1)
say1sl a,,’den biiyiik bir iiggensel sayidir; a ile aralarinda asal oldugundan, a,, a,, ..., a,,

sayillarinin her biriyle aralarinda asaldir.

Buradan su sonug ¢ikar: Eger ikigerli aralarinda asal iiggensel sayilardan olusan sonlu artan
bir dizimiz varsa, o zaman her zaman hepsini asan ve onlarla aralarinda asal olan bir tiggensel
say1 bulabiliriz. Her zaman bu tiir sayilarin en kii¢iigiinii alarak,

ty=1,ty =3,t, =10,t,5 = 91, 5, = 253, ...

ikigerli aralarinda asal {liggensel sayilardan olusan sonsuz diziyi olugtururuz.

311k olarak, eger m pozitif bir tam say1 olmak fizere, a; < a, < - < a,,, dortyiizlii (tetrahedral)
sayilar ikigerli aralarinda asalsa, o zaman T' > a,,, ve (T, a4, a,, ..., a,,) = 1 olacak sekilde
bir T doértytizli sayisinin var oldugunu kanitlayacagiz. Ashnda, a = a,a,...a, olsun.
T =Tgqai1 = (6a+1)(3a+1)(2a + 1) alalim; T"nin a ile aralarinda asal oldugu, dolayisiyla
Qq, ..., Q,, sayllarinin her biri ile aralarinda asal oldugu ve T > a > a,,, oldugu aciktur.
Boylece, ikigerli aralarinda asal dortyiizlii sayilardan olusan istenen artan diziyi tlimevarimla
tanimlayabiliriz: dizinin ilk terimi olarak 77 = 1’i alin ve bu dizinin ilk m tane ikiserli
aralarinda asal dortytizli sayisimi tanimladiktan sonra, m + 1’inciyi ilk m terimin timina
asan ve her biriyle aralarinda asal olan en kiiciik doérty{izlii say1 olarak tanimlayin. Bu sekilde,
ikigerli aralarinda asal dortytizlii sayilardan olusan sonsuz artan diziyi elde ederiz

T, =1,T, =4, T, = 35, Ty, = 969, ....
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44. a ve b birinden farkli tam sayilar ise, a + n ve b + n sayilar1 aralarinda asal
olacak sekilde sonsuz sayida n tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.*

45. a,b, ¢ birbirinden farkli tam sayilarsa, a + n,b + n,c + n sayilar1 ikiser
ikiser aralarinda asal olacak sekilde sonsuz sayida n pozitif tam sayisinin
bulundugunu kanitlayiniz.®

46. a+n,b+n,c+n ve d+n sayilarmin ikiger ikiger aralarinda asal olmamasini
saglayan hicbir n pozitif tam sayisi olmayacak sekilde birbirinden farkl
a, b, ¢, d pozitif tam sayilar1 bulunuz.®

4a ve b iki farkli tam say1 olsun. Ornegin, a < b oldugunu varsayalim ve n = (b—a)k+1—a

olsun. Yeterince biytik k igin, n pozitif bir tam say1 olacaktir. a +n = (b—a)k+ 1 ve
b+n=(b—a)(k+1)+1 olur, dolayisiyla a + n ve b+ n pozitif tam sayilar olacaktir. Eger
dla+mnved|b+nolsaydy, d| a—>b olurdu ve d | a + n oldugundan, d | 1 de olur, bu da
d =1 anlamina gelir. Boylece, (a +n,b+n) = 1.

5Eger a, b, c tam sayilan farkliysa, o zaman

h=(a—b)(a—c)(b—rc)

sayist sifirdan farkhdir. A # 41 durumunda, g4, ..., g5, h’'nin 3’ten biytk tiim asal bélenlerini
gostersin.

a, b, ¢ sayilarindan iki veya daha fazlasi ¢ift ise, » = 1 alin, aksi takdirde » = 0 alin. Acikea,
a+r,b+r,c+ r sayilarindan en az ikisi tek olacaktir. Eger a, b, ¢ sayilar1 3’e boliindiigiinde
i¢ farkhh kalan veriyorsa, r, = 0 alin. Eger a,b,c arasimndan iki veya daha fazlas1 3’e
boliindiigiinde ayn1 ¢ kalanini veriyorsa, vy = 1 — g alin. Acikga, a + ry,b+ ry,c + 1y
sayilarindan en az ikisi 3 ile boliinemeyecektir.

Simdji, ¢, 1, 2, ..., s sayilarindan birini géstersin. Problem 39’un is1ginda (ve g, > 3 gergegiyle),
a+r;,b+r,, c+r, sayllarindan hicbirinin g, ile boéliinmemesini saglayan bir r, tam sayis1
vardir. Cin kalan teoremine gore,

n=r (mod?2), nmn=r, (mod3),

ve
n=r, (modgqg,) i=1,2,..,sicin

olacak gekilde sonsuz sayida pozitif n tam sayis1 vardir.
a+mn,b+n ve c+ n sayillarmin ikiserli aralarinda asal olduklarini gosterecegiz. Ornegin,
(a +n,b+n) > 1 oldugunu varsayalim. O zaman, q | a + n ve q | b+ n olacak sekilde bir ¢
asali var olurdu, dolayisiyla ¢ | a — b, buda q | h ve h # 4+1 anlamina gelir. n = r (mod 2)
oldugundan ve a + r, b+ r, c + r sayilarindan en az ikisi tek oldugundan, a + n,b+n,c+n
sayilarindan en az ikisi tektir ve ¢ = 2 olamaz. Ardindan, n = r, (mod 3) oldugundan ve
a+1y,b+ 1y, c+ ry sayllarindan en az ikisi 3 ile béliilnemediginden, a +n,b+n,c+n
sayilarindan en az ikisi 3 ile bolinemez ve ¢ = 3 olamaz. ¢ | h oldugundan, h’nin tanimi
geregi, 1,2, ..., s dizisinden belirli bir 7 i¢in g = ¢, olur. Ancak, n =r; (mod g;) olmas1 ve
a+r;,b+r,, c+r; sayilarindan hicbirinin ¢, ile bolinmemesi gergegi géz éniine alindiginda,
a+n,b+ n,c+ n sayillarindan hicbiri ¢, = ¢ ile boliinemez; buda g|a+nvegq|b+n
varsayimiyla geligir. Boylece, (a + n,b + n) = 1 oldugunu kamtladik. Benzer sekilde
(a+mn,c+n)=1ve (b+n,c+n) =1 oldugunu gosteririz. Bu nedenle a + n,b+ n, ve
c + n sayilarn ikigerli aralarinda asaldir. Bu tiir n sayilarindan sonsuz sayida oldugundan,
kanit tamamlanmigtir.

6Bu tiir sayilar érnegin @ = 1,b = 2,¢ = 3,d = 4’tiir. Aslinda, tek n icin, a +n ve c +n
sayilari ¢ifttir, dolayisiyla aralarinda asal degildirler, ve ¢ift n igin, b +n ve d + n sayilar
cifttir, dolayisiyla aralarinda asal degildirler.
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47. 6’dan biiyiik olan her tam sayinin 1’den biiyiik ve aralarinda asal olan iki
tam sayimin toplami seklinde gosterilebilecegini kanitlayimiz.”

48. 17’den biiyiik olan her tam sayinin ikiger ikigser aralarinda asal olan 1’den
biiyilik 3 tam sayinin toplami seklinde yazilabilecegini ve 17'nin de bu gekilde
gosterilemeyecegini kanitlayimiz.®

49. Her m pozitif tam sayisi igin hem tek 2k ¢ift sayisinin m ile aralarinda asal
olan iki pozitif tam sayimnin fark: seklinde yazilabilecegini kanitlayiniz.”

"Eger n tek ve n > 6 ise, n = 2+ (n — 2) olur, burada n — 2 tek ve > 1’dir, ve (2,n —2) = 1’e
sahibiz.
n > 6 ¢ift say1 durumu icin asagidaki ispat A. Makowski’ye aittir.
Eger n = 4k ise, burada k tam sayis1 > 1'dir (n > 6 oldugundan), o zaman n = (2k — 1) +
(2k+ 1) olur, ve 2k +1 > 2k — 1 > 1'dir (k > 1 oldugundan). 2k — 1 ve 2k + 1 sayilari,
ardigik tek sayilar olarak, aralarinda asaldir.
Eger n = 4k+2 ise, burada k tam sayis1 > 1’dir (n > 6 oldugundan), n = (2k+3)+(2k—1)’e
sahibiz, burada 2k + 3 > 2k — 1 > 1’dir (k > 1 oldugundan). 2k + 3 ve 2k — 1 sayilan
aralarinda asaldir ¢iinkii eger 0 < d | 2k +3 ve d | 2k —1 ise, o zaman d | (2k+3) — (2k—1)
veya d | 4’tur. Simdi, d tek bir sayimn béleni olarak tek olmalidir, dolayisiyla d = 1’dir, ve
(2k + 3,2k — 1) = 1'dir.

8Eger n cift ve > 8 ise, 0 zaman n = 6k, n = 6k + 2 veya n = 6k + 4’tiir, ve ilk iki durumda k
tam sayis1 > 1’dir, ve ti¢iincii durumda k pozitif bir tam sayidir. Formiiller

6k=2+3+(6(k—1)+1), 6k+2=3+4+(6(k—1)+1),

6k+4=2+3+(6k—1)

n’nin, ikigerli olarak aralarinda asal olan ii¢ pozitif tam sayinin toplami oldugunu kolayca
gosterir.

Simdi n’nin tek ve > 17 oldugunu varsayalim. Alti durumu ele aliyoruz: n = 12k + 1,
n=12k+3, n=12k+5, n=12k+ 7, n = 12k + 9, ve n = 12k + 11, burada ilk ii¢
durumda k tam sayist > 1’dir, ve son ii¢ durumda k pozitif bir tam sayidir. Elimizde

12k—1=(6(k—1)—1)+ (6(k—1) +5) +9,

var, burada 6(k — 1) — 1, 6(k — 1) + 5, ve 9 sayilar1 > 1’dir ve aralarinda asaldir; ashinda, ilk
ikisi 3’e boliinemez, ve d | 6(k—1) — 1 ve d | 6(k — 1) + 5 olmasi d | 4’4 gerektireceginden
aralarinda asaldirlar, oysa ele alinan sayilar tektir.
Eger n = 12k + 3 ise, o zaman n = (6k — 1) + (6k + 1) + 3’e sahibiz;
eger n = 12k + 5 ise, o zaman n = (6k — 5) 4+ (6k + 1) + 9’a sahibiz;
eger n = 12k + 7 ise, o zaman n = (6k + 5) + (6k — 1) + 3’e sahibiz;
eger n = 12k + 9 ise, o zaman n = (6k — 1) + (6k + 1) + 9’a sahibiz;
eger n = 12k + 11 ise, o zaman n = (6(k + 1) — 5) + (6(k + 1) + 1) + 3’e sahibiz, ve her
durumda {i¢ terimin > 1 oldugunu ve ikigerli olarak aralarinda asal oldugunu kolayca kontrol
ederiz.
17 sayis1 istenen ozellige sahip degildir ¢iinkii 17 = a + b + ¢ durumunda, {i¢ saymnin da
(> 1 ve ikigerli aralarinda asal olarak) a, b, c'nin tek ve farkli olmasi gerekirdi. Ancak,
3+5+7=15<17,3+5+ 11 > 17’ye sahibiz, ve 3 < a < b < ¢ durumunda, a > 5, b > 7,
¢ > 9’a sahibiz, dolayisiyla a +b+c¢c>5+7+4+9 =21 > 17, bu da 17’ nin istenen o6zellige
sahip olmadigini goésterir.

9A. Schinzel’in bir fikrine dayanan (bkz. (Schinzel 1959)) ispat1 sunacagiz. k verilmis bir pozitif
tam sayiy1 gostersin ve m, asal kuvvetlere acilimi m = ¢{q52 ... ¢5° olan pozitif tam say1
olsun. f(x) = x(x + 2k) olsun ve i, 1,2, ..., s sayillarindan birini gostersin. Tim x tam
sayilar1 i¢in g;|x(z + 2k) olamaz, ¢iinkii o zaman = = 1 i¢in g;|2k + 1 olurdu, ve z = —1
i¢in g,;|2k — 1 olurdu, ve ¢;|(2k + 1) — (2k — 1) = 2 olurdu, ki bu ¢;|2k + 1 (ve sonug olarak
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50. Fibonacci dizisinin, tiim terimleri ikiger ikiger aralarinda asal olan bir alt
dizisinin bulundugunu kanitlaymiz.*’

51. Her n = 1,2,... icin OBEB(n, 2" + 1) = 1 oldugunu gosteriniz.'!

5la. OBEB(n,2"™ — 1) > 1 olmasim saglayan sonsuz tane n pozitif tam
sayisinin bulundugunu kanitlayiniz ve bunlardan en kiiciigiinii bulunuz.

q; 1 1) olmas1 goz 6niine alindiginda imkansizdir. Bu nedenle, ¢, | z,(z,; + 2k) = f(z,)
olacak sekilde bir z; tam sayis1 mevcuttur. Cin kalan teoremine goére, ¢ = 1,2, ..., s igin
zy = z,; (mod g,;) olacak sekilde pozitif bir z, tam sayis1 vardir, buda i = 1,2, ..., s igin
f(zgy) = f(z;) #0 (mod g;) sonucunu verir. Dolayisiyla, ¢ = 1,2, ..., s igin (f(z,), q;) = 1’e
sahibiz, ki bu (m’nin asal garpanlara agilimi gbz oniine alindiginda) (f(z,), m) = 1 veya
(zo(zo + 2k), m) = 1 verir. Boylece, eger a = x, + 2k, b = z, alirsak, 2k = a — b’ye sahip
oluruz, burada (a,m) =1, (b, m) = 1’dir, ki bu da teoremi ispatlar.
NOT. a ve b’ye m’nin keyfi katlarimi eklemek 2k = a — b ve (ab,m) = 1 gergegini
degistirmediginden, her m igin, her ¢ift sayinin m ile aralarinda asal olan pozitif tam
sayilarin farki olarak sonsuz sayida farkh gekilde temsil edilebilecegini ispatladik.
Her ¢ift saymin iki asalin fark: olup olmadigini bilmiyoruz. A. Schinzel’in asal sayilar tizerine
belirli bir samisindan (Schinzel ve Sierpiniski 1958a), her ¢ift sayinin iki asalin fark: olarak
sonsuz sayida farkh gekilde temsil edilebilecegi sonucu gikar.

10A. Rotkiewicz tarafindan verilen ispati sunacagiz. Eger u,, Fibonacci dizisinin n’inci terimi ise,
ve m ile n pozitif tam sayilar ise, o zaman (u,,, u,,) = U, ) dir (bkz. (Sierpiriski 1958b), s.
280, problem 5]). u; = 1 oldugundan, eger p,, k'mc1 ardigik asali gosteriyorsa,

upl,up2, up3,

artan sonsuz dizisinin herhangi iki teriminin aralarinda asal oldugunu goriiriiz. p,, yerine
22" 4 1 alabiliriz, zira m ve n # m pozitif tam sayilar icin (22" + 1,22" +1) = 1 oldugu
iyi bilinmektedir.

NE =22"+1 (n=1,2,..) sayismm > 1 olan her béleninin, 2"*2k + 1 formunda oldugunu
biliyoruz, burada k pozitif bir tam sayidir (6rnegin, bkz. (Sierpiniski 1964a), s. 343, Teorem
5). Pozitif n ve k tam sayilar igin 22k + 1 > 2""2 + 1 > n oldugundan, F, 'nin tiim > 1
bolenleri > n olmalidir, dolayisiyla (n, F,,) = 1’dir, ki bu da ispatlanmas: gerekendi.
5la. n=1,2,3,4,5 icin (n,2™ — 1) = 1 oldugunu kolayca kontrol ederiz, (6,25 — 1) = 3’tiir.
k=1,2,.. icin 3|2% — 1]|25% — 1’e sahibiz, dolayisiyla k = 1,2, ... igin (6k, 26% — 1) > 3’tiir.
Bu tiir en kiigiik n sayis1 6’ya egittir.
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3 Aritmetik Diziler

52. Pozitif tam sayilardan olugan ve tiim terimleri ikiger ikiger aralarinda asal
olan ve terim sayis1 yeterince onceden verilen herhangi bir n sayisindan
biiyiik olan bir aritmetik dizi bulundugunu kanitlayiniz.'

53. Her k pozitif tam sayis1 i¢in, pozitif tam boélenlerinin sayisi k’y1 bolen tiim
n sayilar kiimesinin bir sonsuz aritmetik dizi icerdigini kantlayinz.?

54. z(x +1),y(y + 1), z(z + 1) sayilar1 artan aritmetik dizi olusturacak sekilde

sonsuz sayida z, y, z pozitif tam say1 iicliisiiniin bulundugunu kanitlayimiz.>

55. Kenarlar: bir aritmetik dizi olugturma tam sayilar olan tiim dik tiggenleri
bulunuz.*

saylisinl icermeyen ve
5

56. Pozitif tam sayilardan olusan, hicbir {icgen (@)

fark: en kiigiik olan artan bir aritmetik dizi bulunuz.

Lm verilmis bir tam say1 > 1 olsun. k = 1,2, ..., m icin m!k + 1 sayilar1, k < I < m olacak

sekilde pozitif k ve [ tam sayilar: i¢in aralarinda asaldir. Eger d > 1, m!k + 1 ve m!l 4+ 1’in
ortak boéleni olsaydi, d | I(m!k + 1) — k(m!l + 1) = | — k’ye sahip olurduk, dolayisiyla
1 <d<mved]|mldir. Bu, d | m!k + 1 olmasi géz 6niine alindiginda, d | 1’1 verir, ki bu
da d > 1 varsayimiyla celisir.

2Gerekli dzellik, 2%t +2F~1 (¢ = 0,1, 2, ...) aritmetik dizisinin tiim terimleri tarafindan saglanir,
clinkii n = 2%t 4+ 2" V’in asal carpanlara aciliminda 2 sayis1 k — 1 iissii ile girer; pozitif tam
say1 bolenlerinin sayist igin iyi bilinen formiilden, n sayisinin pozitif tam say1 bélenlerinin
sayisinin k ile boliinebildigi hemen anlagilir.

3Gerekli 6zellik, keyfi bir pozitif x tam sayisi icin ve y = 52 + 2, z = 7Tx + 3 icin gecerlidir,
¢iinkii bu durumda

zx+1l)=x24+=z, yly+1)=2522+25x+6, =2(z+1)=49z2+49x + 12

sayilar1, 24x? + 24z + 6 farkiyla bir aritmetik dizi olugturur.
NOT. z,y, z,t gibi artan dort pozitif tam saymin z(z + 1), y(y + 1), z(z+ 1) ve t(t + 1)
sayilarinin bir aritmetik dizi olugturacak sekilde bulunmadig gosterilebilir, ¢linkii o zaman bu
sayilardan dért kat daha biiyiik ve bir artirilmig sayilar, yani (2z + 1)2, (2y + 1)2, (22 + 1)
ve (2t + 1)2 de bir aritmetik dizi olustururdu, bu da Fermat teoremine aykiridir; Fermat
teoremine gore bir aritmetik dizi olugturan dort farklh tam sayimin karesi yoktur (ispat W.
Sierpifiski’nin kitabinda bulunabilir Sierpinski (1964a), s. 74, teorem 8).

4Eger bir dik iicgenin kenarlar: bir aritmetik dizi olusturuyorsa, o zaman bunlar1 b — 7, b ve
b+ r olarak gosterebiliriz, burada b ve r pozitif tam sayilardir, ve (b — )2 + b2 = (b+1)?’ye
sahibiz, dolayisiyla b = 4r’dir, bu da kenarlar1 3r, 4r ve 5r olan dik ii¢ggeni verir, burada r
keyfi bir pozitif tam sayidir. Boylece, kenarlar: bir aritmetik dizi olugturan tam sayilar olan
tiim dik tiggenler, kenarlar1 3, 4, 5 olan iiggenin tam say1 katlar: alinarak elde edilir.

5t, = %n(n + 1) tliggensel sayillari n = 4u + 1 (u = 0,1,2,...) i¢cin tek ve 4 | n i¢in cifttir.
Dolayisiyla, fark: 2 olan her iki dizi de sonsuz sayida tiggensel say1 igerir. Ote yandan, 3k + 2
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57. a ve b pozitif tam sayilar olmak tizere ak + b (k = 0,1,2,...) aritmetik
dizisinin sonsuz tane tam kare icermesi icin gerek ve yeterli kosulu bulunuz.%

58. Birbirinden farkh pozitif tam sayilardan olugan ve her terimi bir pozitif tam
saymin 1’den biiyiik dereceden kuvvetine esit olan ve terim sayis1 énceden

verilen n sayisindan biiyiik olan bir aritmetik dizi bulundugunu kanitlayiniz.
7

59. Birbirinden farkh pozitif tam sayilardan olugan ve her terimi bir pozitif tam
saymn 1’den biiyiik dereceden kuvvetine esit olan sonsuz bir aritmetik dizi
bulunmadigini kantlayinz.

60. Her biri bir pozitif tam sayinin 1’den biiyilik dereceden kuvvetine esit olan
dort ardigik say1 bulunmadigini kanitlaymiz. *

(k=0,1,2,...) dizisi hicbir tiggensel say1 igermez, ¢linkii eger 3 | n ise, o zaman 3 | t,,; benzer
sekilde, u = 0,1,2, ... igin n = 3u + 2 ise, 0 zaman 3 | ¢,,; son olarak, u = 0,1,2, ... i¢in
n =3u+1 ise, o zaman t,, = QM"TH) + 1’dir, dolayisiyla 3’e boliinmesi 1 kalanini verir.

5b'nin a modiiliine gore bir kuadratik (ikinci dereceden) kalan olmasi gerekli ve yeterlidir.
Aslhinda, eger bazi pozitif x tam sayis1 ve baz1 k > 0 tam sayisi icin 2 = ak + b’ye sahipsek,
o zaman 2 = b (mod a)’dir ve b, a modiiliine gére bir kuadratik kalandir. Tersine, eger b, a
modiiliine gére bir kuadratik kalan ise, o zaman 2 = b (mod a) olacak sekilde sonsuz sayida
pozitif & tam sayis1 vardir, dolayisiyla x2 = ak + b’dir, burada k bir tam sayidir, ve sonuc
olarak yeterince biiytik x i¢in pozitiftir.

7A. Schinzel’in ispatin sunacagiz. py, k'mci ardigik asali gostersin. s keyfi bir pozitif tam say1

olsun ve P = p;p,...p, olsun. Cin kalan teoremine gore, her k < s pozitif tam sayisi i¢in

a, =0 (mod P/p,,) ve a,, = —1 (mod p,,) olacak gekilde bir a,, pozitif tam sayis1 mevcuttur.
Q = 1%12%2 . g% alalim. kQ sayilan (k = 1,2,...,5s), s terimli artan bir aritmetik dizi
olusturur. a, sayilarimin tanimina gore (k = 1,2,...,s), p, | a,, + 1’e sahibiz ve n, s’den

bilyiik pozitif bir tam say1 olmak iizere, eger k # n ise p; | a; dir. Sayilar

Q= EQUF+1)/ Pr n%n/Pk

ntk

dogaldir, ve k = 1,2, ..., s i¢in kQ = Q}* oldugunu kolayca gériiriiz, bu nedenle kQ sayilari
(k=1,2,...,s), tam say1 tsleri > 1 olan tam sayilarin kuvvetleridir.

8istenen teorem, acikca, her sonsuz artan tam say1 aritmetik dizisinde, herhangi bir tam saymin
> 1 tam say1 sli bir kuvveti olmayan bir terimin var oldugu teoremine denktir. Dolayisiyla,
a ve b pozitif tam sayilar olmak tizere, ak +b (k =0, 1,2, ...) sonsuz bir aritmetik dizi olsun.
p > a + b olan bir p asali mevcuttur. (a,p?) = 1 oldugundan, ax — p?y = 1 denkleminin
pozitif x,y tam sayilarinda bir ¢oztimi vardir. k = (p — b)z olsun; bu pozitif bir tam say1
olacaktir (¢iinkii p > b), ve ak + b = p2y(p — b) + p’ye sahip olacagiz. Bdylece, dizimizin
ak + b terimi p?’ye boliilnemez, ve bu nedenle > 1 tam say1 iissii olan pozitif bir tam saymnin
kuvveti olamaz.

9Her dért ardisik pozitif tam sayidan biri, k > 0 bir tam say1 olmak iizere, 4k + 2 formunda
olmalidir. 4’e boliinemeyen bir ¢ift say1 olan boyle bir say1, > 1 tam sayi iissii olan pozitif bir
tam sayimin kuvveti olamaz.
NOT. A. Makowski, her biri pozitif bir tam saymin > 1 tam say1 iislii bir kuvveti olan ti¢
ardigik pozitif tam say1 olmadigini ispatlamigtir, ancak ispat zordur (Khatri 1962). Bununla
birlikte, her biri pozitif bir tam saymin > 1 tam say1 sl bir kuvveti olan iki ardigik say1
mevcuttur. Bu tiir sayilar, érnegin, 22 = 8, 32 = 9’dur. Bu tiir tam sayilarin bagka ciftlerinin
olup olmadigina dair Catalan problemi agiktir. S. Hyyré (Hyyro 1964), boyle herhangi bir
ciftte her iki tabanin da > 10! oldugunu ispatlamistir.
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61. Pozitif tam sayilardan olusan her artan aritmetik dizinin bilegik sayilardan
olusan, 6énceden verilen n’den fazla sayida ardigik teriminin bulundugunu
kanitlayimiz. '°

62. a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilarsa her m pozitif tam sayisi icin
ak+b (k=0,1,2,...) aritmetik dizisinin m ile aralarinda asal olan sonsuz
sayida terimi bulundugunu kanitlaymiz. '

63. Her s pozitif tam sayisi i¢in pozitif tam sayilardan olugan her artan aritmetik
dizide o6nceden verilen herhangi s tane rakamla baglayan terimlerinin
bulundugunu kanitlayiniz.!'?

64. Fibonacci dizisinin ii¢ teriminden olugan tiim artan aritmetik dizileri
bulunuz ve bu dizinin dort teriminden olusan hicbir artan aritmetik dizi
bulunmadigini kanitlayimmz. 3

10C6ziim dogrudan Problem 58’den gelmektedir, ancak daha basit bir yolla da ispatlanabilir.
m > 1 bir tam say1 olsun, ve ¢; (1 = 1,2,...,m), a < ¢; < g5 < - < q,, olacak sekilde
asallar olsun. Cin kalan teoremine gore, j = 1,2, ..., m i¢gin ax = —b — aj (mod q?) olacak
sekilde pozitif bir z tam sayisi mevcuttur. Boylece j = 1,2, ..., m igin q? | a(x + 7) + b’dir.
Dolayisiyla, ak + b dizisinin m ardigik terimi, yani j = 1,2, ..., m i¢in a(z + j) + b terimleri,
bilesik sayidir.

HElbette, m’nin > 1 bir tam say1 oldugunu varsayabiliriz. P, m’nin a’nin bélenleri olan tiim
asal boélenlerinin ¢arpimini gostersin, ve eger boyle bolenler yoksa P = 1 olsun. @, m’nin
b’nin boélenleri olan tiim asal bolenlerinin ¢carpimini géstersin, ve eger boyle bolenler yoksa
Q = 1 olsun. (a,b) = 1 oldugundan, (P, Q) = 1’e sahibiz. Son olarak, R, m’nin a veya
b’yi bélmeyen tiim asal bolenlerinin ¢arpiminm gostersin, ve eger boyle bolenler yoksa, R = 1
olsun. Acgikca, (R, P) =1 ve (R, Q) = 1’e sahibiz. (a PR+ b, m) = 1 oldugunu gosterecegiz.
Aslinda, eger dogru olmasaydi, p | m ve p | aPR + b olacak sekilde bir p asali var olurdu.
Eger p | P olsaydi, o zaman p | aPR + b ifadesi p | b’yi gerektirirdi, dolayisiyla p | Q, bu da
(P, Q) =1 gercgegiyle celigir. Eger p | Q olsaydi, o zaman p | b’ye sahip olurduk, dolayisiyla
p | aPR, ki bu imkansizdir ¢linkii (a,b) =1, (b, P) = 1, (b, R) = 1'dir. Son olarak, eger
p | R olsaydy, p | b’ye sahip olurduk, dolayisiyla p | Q, bu da (R, Q) = 1 gergegiyle celisir.
Boylece, (a PR+b, m) = 1'i ispatladik, ve buradan k = 0, 1, ... i¢in (a(km+PR)+b,m) =1
sonucu ¢ikar. Bu nedenle, dizimiz m ile aralarinda asal olan sonsuz sayida terim igerir, ki bu
da ispatlanmasi gerekendi.

2Dizimizin ilk terimi b ve farki a olsun; béylece a ve b sayilar pozitif tam sayilardir. bnin a’ya
boliinmesinden kalani ele alalim; bu nedenle, ¢ > 0 bir tam say1 ve 0 < r < a olacak gekilde
r bir tam say1 olmak lizere b = at + r’ye sahibiz. s keyfi bir pozitif tam say1 olsun, ve ¢; # 0
olmak {izere cq, ¢, ..., ¢, keyfi bir ondalik basamak dizisi olsun. N, ardigik basamaklari
€y, Cq, ..., C, Olan s basamakll tam sayiy1 gostersin.

Agikga, 10™ > 2a(t + 1) olacak sekilde pozitif bir n tam sayis1 mevcuttur. N10™/a — ¢ sayist
> 1 olacaktir.

k, N10™/a — t’den biiyiik en kiigiik pozitif tam say1 olsun; boylece, k —1 < N10™/a — t’ye
sahip olacagiz, dolayisiyla

N10™ (N +1)10™

+2—-t< ————1
a

kE+1<

¢linkii 10™ > 2a’dir. Bu nedenle N10™ < a(k+t) <ak+at+r=ak+b<a(k+t+1)<
(N +1)10™ = N10™ + 10™’ye sahibiz ve buradan ak + b sayisinin ilk s basamaginin, N
sayisiin ilk s basamagiyla ayni oldugu, yani ¢, cs, ..., ¢, basamaklar1 oldugu sonucu cikar.
13Eger Fibonacci dizisinin wu,,, u;, u,,, terimleri bir aritmetik dizi olugturuyorsa, o zaman u; > 1
olmalidir, ve dolayisiyla | > 2'dir (u, = 1 oldugundan), ve m > 3’tiir. Dabhasi, u,, =
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65. Tam sayilardan olugan, Fibonacci dizisinin hi¢bir terimini icermeyen ve farki
en az olan bir artan aritmetik dizi bulunuz.'

66. a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilar olmak tzere ak +b (k=0,1,2,...)
seklinde olan ve Fibonacci dizisinin hic¢bir terimini icermeyen bir aritmetik
dizi bulunuz.'”

67. a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilar olmak tzere ak+b (k =0,1,2,...)

uy+ (u; —uy)’dir, kibuda u,, <u;+u;, =u;+u;_+ujo <u;j+u_+u;=u; 1 +u_,
anlamina gelir ve buradan u,,, < u,;.; sonucu ¢ikar. Ote yandan, u,,, > u,’dir, dolayisiyla
U, > Uy, dir. Ve u,, < u;’ye sahip olmaliy1z. Bu nedenle (I > 2 oldugundan) m =1+ 1’e
sahibiz. Boylece u,, = 2u; —u, = u;,; = u; + u;_,’e sahibiz, ki bu da u; —u;, = u;_;
anlamina gelir. Dolayisiyla, eger Fibonacci dizisinin u,, u;, u,,, terimleri artan bir aritmetik
dizi olusturuyorsa, I > 2, k =1 —2 ve m = I + 1 olmahdir. Ote yandan, herhangi bir I > 1
tam sayisi1 i¢in u;_q,u;,, ve u; , sayilar u; farkiyla bir aritmetik dizi olusturur. Eger n,
> [ 4+ 1 bir tam say1 olsaydi, n > [ 4 2’ye sahip olurduk, dolayisiyla w,, > u;, ,’dir. ve
U, — Uppq = Uppo — Uppq = Uy > uy_q dir (I > 2 oldugundan). Buradan, Fibonacci dizisinin
bir aritmetik dizi olugturan dort teriminin olmadigi sonucu ¢ikar.

MBiliyoruz ki, eger m pozitif bir tam say1 ise, o zaman Fibonacci dizisinin ardisik terimlerinin
m’ye boliilnmesinden elde edilen kalanlar, saf periyotlu periyodik bir dizi olugturur (Sierpiniski
1958b, 279, problem 3). m = 2,3,4,5,6,7 icgin, Fibonacci dizisinin terimlerinin m’ye
boéliinmesinden elde edilen kalanlar sirasiyla goyledir (burada tiimini degil, sadece ilk birkag
kalam gosteriyoruz):

m =2 igin: 1, 1, 0,

m = 3 igin: 1, 1, 2, 0, s

m=4icgin: 1,1, 2,3, 1,0, ..,

m =>5igin: 1,1, 2, 3,0, 3, 3, 1, 4, ..,
m =06icin: 1,1,2,3,5,2,1,3,4,1,5,0, ..
m = "7icgin: 1, 1,2, 3,5, 1,6, 0,6, 6, 5, 4,

m < 7 olan her pozitif tam say1 i¢in m modulune gore tiim olas1 kalanlar yukaridaki dizilerde
goriindiigiinden, farki m < 7 olan aritmetik dizilerin her birinin Fibonacci dizisinin sonsuz
sayida terimini icerdigini goriiyoruz.

Simdi 8k + 4 (k = 0,1,2,...) dizisinin Fibonacci dizisinin higbir terimini icermedigini
gosterecegiz.

U, =uy, =1ven=1,2, . icn u, , = u, +u,,; oldugundan, u,,u,, ..., u,, saylarmn
8’e boliinmesinden agagidaki kalanlar: verdigini kolayca goriiriiz:

1,1,2,3,5,0,5,5,2,7,1,0,1, 1.

Buradan 8 | u;3 —uq ve 8 | uy, — u, sonucu gikar. Boylece, n =1 igin 8 | u,, 15 — u,, ve
8| Uyi13 — Upy g€ sahibiz. Simdi bu iki formiiliin bazi pozitif n tam sayilar igin gegerli
oldugunu varsayalim. O zaman 8 | U, 15 + Uy 13 — (U, + Upyq) VEya 8 | Uy, 1y — Uy, o'VE
sahibiz (8 | u,, 415 — U, oldugundan). Timevarim yoluyla n =1,2, ... i¢in 8 | u,, 10 — U,
sonucu ¢ikar, ki bu da Fibonacci dizisinin 8 modiiliine gore ardisik kalanlar dizisinin periyodik
oldugunu ve on iki terimlik saf bir periyoda sahip oldugunu gosterir.
8 modiiliine gore ilk on dort kalandan, bu kalanlarin sadece 0, 1, 2, 3, 5 ve 7 olabilecegini
goriiyoruz. Dolayisiyla 4 veya 6 kalani yoktur, bu da 8k 4 4 ve 8k + 6 dizilerinin Fibonacci
dizisinin hicbir terimini icermedigini gosterir. Bunlar, istenen 6zellige sahip ve miimkiin olan
en kiigiik farka sahip tam say1 terimli dizilerdir.

511k +4 (k = 0,1,2,...) dizisi istenen &zellige sahiptir. Problem 65’in ¢dziimiinde oldugu
gibi, kolay bir timevarimla n = 1,2, ... i¢in 11|u,, o, — u,, oldugunu kanitlariz. Buradan,
Fibonacci dizisinin 11 modiliine gore kalanlar dizisinin periyodik oldugu ve periyodunun 10
oldugu sonucu ¢ikar; bu diziyi kolayca 1,1,2,3,5,8,2,10,1,0, ... olarak buluruz. 4 sayis1
(ve ayrica 6, 7 ve 9) bu dizide goriinmez.
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seklinde olan her aritmetik dizinin ikiser ikiser aralarinda asal olan sonsuz
sayida teriminin bulundugunu kanmtlayiniz.'6

68. a ve b pozitif tam sayilar olmak iizere her ak + b (k =0, 1,2, ... ) aritmetik
dizisinde asal carpanlari aymi olan sonsuz tane terim bulundugunu
kanitlayimiz.'”

69. a ve b pozitif tam sayilar olmak iizere her ak + b (k =0, 1,2, ... ) aritmetik
dizisi ve her s pozitif tam sayisi i¢in, s tane birbirinden farkli asal sayinin
carpanina esit olan sonsuz tane terim bulundugunu kanitlaymiz.®

70. Farki 10 olan ve sadece asal sayilardan olugsan en az 3 terimli tiim aritmetik
dizileri bulunuz.'®

16Dizimizin n terimine sahip oldugumuzu varsayalim
ak, +b,ak,+b,...,ak, +b,

bunlar ikigerli olarak aralarinda asaldir (n = 1 i¢in k; = 1 alabiliriz). m = (ak; + b)(ak, +
b) ... (ak,, +b) olsun. Problem 62’den, (ak,,, +b, m) = 1 olacak sekilde pozitif bir k,, ; tam
sayismin var oldugu sonucu ¢ikar, dolayisiyla ¢ = 1,2, ..., n icin (ak,, ., + b, ak, +b) = 1’dir.
Sayilari

ak, +b,aky, +b,...,ak, +b,ak, ; +b

bu nedenle ikigerli olarak aralarinda asaldir. Boylece tiimevarimla, ak, + b (i = 1,2,...)
dizisinin orijinal aritmetik dizinin sadece aralarinda asal terimlerini icermesini saglayan sonsuz
k1, ko, ... dizisini tanimlamis olduk.

7d = (a,a + b) olsun. Béylece a = da;, a +b = dc olur, burada (a;,c) = 1 ve ¢ > 1'dir
(d < a iken dc = a4+ b > a oldugundan). (a,,c) =1 ve Euler teoremi géz 6niine alindiginda,
c?@1) =1 (mod a,) elde ederiz, dolayisiyla n tam sayis: icin ¢®®(@1) =1 (mod a,) olur. Bu
nedenle, ¢"#(@1) — 1 = t_a, olacak sekilde bir ¢, pozitif tam sayis1 vardir, ki bu (¢ > 1 ve n
keyfi olarak biiyiik oldugundan) keyfi olarak biiyiik yapilabilir. Dahasi, elimizde gu var:

a(ct, +1) +b=da,ct, +dc = dcr?@)+t,

Dizimizin (keyfi olarak biiytitiilebilen) a(ct,, + 1)+ b terimi, bu nedenle, dc > 1 sayisinin asal
bolenleri olan ve sadece o asal bolenlere sahiptir. Béylece, dizimizde ayni asal bolen kiimesine
sahip sonsuz ¢oklukta terim mevcuttur, ki bu da kanitlanmas: gerekendi (bkz. Pélya (1918)).
8Lejeune-Dirichlet teoreminden, s = 1 icin teoremin dogru oldugu hemen anlagilir. Simdi
teoremin bir s pozitif tam sayis1 i¢in dogru oldugunu varsayalim. Bu durumda, ¢; < g5 <
-+ < q, asal olmak iizere aky + b = q;q, ... g, olacak sekilde bir k, sayis1 mevcuttur. asallar.
Lejeune-Dirichlet teoremine gore, ak + 1 = ¢’'nun q > g, olacak sekilde bir asal say1 olmasini
saglayan sonsuz sayida k tam sayis1 vardir. t = g,qs ... ¢k + k icin sunu elde ederiz:

at+b=gq,qy...q,ak+aky+b=q,q5...q,(ak+1) =q,9,...q.q.

Dolayisiyla teorem s + 1 i¢in de dogrudur. Timevarim yoluyla, teoremin her pozitif s tam
sayisi i¢in dogru oldugu sonucu ¢ikar, ki bu da kanitlanmasi gerekendi.

YEger p bir asalsa, o zaman p,p + 10 ve p + 20 sayilarindan biri 3’e béliinmelidir (giinkii
p+10=p+1 (mod 3) ve p+ 20 = p+ 2 (mod 3)’tir ve her ii¢ ardigik tam sayidan biri
3’e bolunmelidir). Dolayisiyla, eger bu ii¢ saymmizin tiimii asalsa, o zaman bunlardan biri,
yani en kii¢iigii, 3’e esit olmalidir ve p = 3,p+ 10 = 13, p + 20 = 23 elde ederiz. Bu nedenle,
farki 10 olan ve ¢ asaldan olugan yalnizca bir aritmetik dizi vardir, yani 3, 13, 23. Farki
10 olan ve dort (veya daha fazla) asaldan olugan higbir aritmetik dizinin olmadigini kolayca
gosterebiliriz, ¢linkii eger p, p + 10, p + 20 ve p 4 30 asal olsaydi, o zaman gosterdigimiz gibi,
p = 3 olurdu, ancak p + 30 = 33 = 3 - 11 bir asal degildir.
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71. Farki 100 olan ve sadece asal sayilardan olugan en az 3 terimli tiim aritmetik
dizileri bulunuz.?’

72. Sadece asal sayilardan olugan, 10 terimli ve son terimi en kii¢iik olan artan
bir aritmetik dizi bulunuz.?!

73. Pozitif tam sayilardan olugan ve hicbir terimi iki asal sayinin ne toplami, ne

NOT. A. Schinzel’in asallara iligkin belirli bir samisindan (Schinzel ve Sierpinski 1958a),
p+ 10’un da asal olmasini saglayan sonsuz sayida p asalinin var oldugu sonucu ¢ikar; érnegin
7 ve 17, 13 ve 23, 19 ve 29, 31 ve 41, 37 ve 47, 61 ve 71, 73 ve 83, 79 ve 89.

20p, p+100 ve p+ 200 sayilarindan birinin 3’e béliinmesi gerektiginden ve eger bu sayilar asalsa,
p = 3 olmasi gerektiginden, bu tiir diziler yoktur. Ancak bu durumda p 4+ 200 = 203 = 7-29
bilegik sayidir.
NOT. Benzer bir gekilde, 1003 = 17 - 53 bilegik oldugundan, ii¢ veya daha fazla asaldan
olugan ve farki 1000 olan hicbir dizinin bulunmadigini gésteririz. Ote yandan, A. Schinzel’in
bir samsindan (Schinzel ve Sierpinski 1958a) p + 1000’in de asal olmasini saglayan sonsuz
sayida p asalinin var oldugu sonucu ¢ikar; 6érnegin 13 ve 1013, 19 ve 1019, 31 ve 1031, 61 ve
1061, 97 ve 1097, 103 ve 1103, 1039 ve 2039.

21Eger dizimizin fark: tek olsaydi, o zaman dizimizin her ikinci terimi ¢ift olurdu; bu ise dizimizin
on asaldan olugmasi isteniyorsa imkansizdir. Dolayisiyla, fark ¢ift olmahdir. Eger ilk terim
2’ye esit olsaydi, o zaman bir sonraki terim ¢ift olurdu ve dolayisiyla bilegik olurdu. Bu
nedenle, dizimizin ilk terimi tek bir asaldir ve buradan tiim terimlerin tek asal olmasi gerektigi
sonucu ¢ikar. Esasen M. Cantor’a ait olan su teoremi kullanacagiz: Eger bir aritmetik
dizinin n terimi tek asalsa, o zaman dizinin farki n’den kiigiik her asal sayiya boliiniir (bkz,
Ornegin, Sierpiriski (1964a), s. 121, teorem 5). n = 10 i¢in, dizimizin farkimin 2, 3, 5 ve 7’ye,
dolayisiyla 210°a boliinmesi gerektigi sonucu c¢ikar. Once, 10 asaldan olugan ve farki 210 olan
bir aritmetik dizi bulmaya ¢alisacagiz.
210 says1 (dizimizin fark:) 2, 3, 5 ve 7’ye bolindigiinden, ilk terim bu asallardan higbirine esit
olamaz. 11’e de egit olamaz, ¢iinkii bu durumda ikinci terim 221 = 13- 17 olurdu. Dolayisiyla
dizinin ilk terimi > 11’dir ve terimlerin hicbiri 11’e béliinmez. 210’un 11’e béliimiinden kalan
1’dir. Eger ilk terim 11’e boéliindiigiinde > 1 kalanini verseydi, o zaman her sonraki terimde
bu kalan 1 artardi ve dizinin terimlerinden biri 11’e boliiniirdi ki bu imkansizdir. Bu nedenle,
dizinin ilk terimi 11’e boliindiigiinde 1 kalanini vermelidir ve tek oldugundan, k pozitif bir tam
say1 olmak tizere 22k + 1 formunda olmalidir. Bu formdaki ardigik asallar 23,67, 89,199, ...
seklindedir.  1lk terim 23 olamaz, ¢iinkii o zaman altinci terim 1073 = 29 - 37 olurdu. Eger
ilk terim 67 olsaydi, o zaman dérdiincii terim 697 = 17 - 41 olurdu. Eger ilk terim 87 olsaydi,
o zaman ikinci terim 229 = 13- 23 olurdu. Ancak, ilk terim 199 ise, on ardigik asaldan olugan
bir dizi elde ederiz

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089.

Boylece fark: 210 olan ve on asaldan olusan bir dizi bulmug olduk. Simdi, fark: 210’dan farkli
bir r olan ve on asaldan olugan artan bir aritmetik dizimiz oldugunu varsayalim. O zaman r
(Cantor teoremine gore) 210’a bélinmelidir ve 210’dan farkli oldugundan, r > 420 olmalidir.
Ancak bu durumda, dizimizin ikinci terimi 420’yi agsacaktir, dolayisiyla bizim buldugumuz
dizinin ikinci terimi olan 409’u asacaktir ve acikgasi sonraki terimler de buldugumuz dizinin
terimlerini agacaktir. Dolayisiyla, ilk terimi 199 ve farki 210 olan dizi, miimkiin olan en kiigiik
son terime sahip olan, on asaldan olusan artan dizidir.

NOT. Bugiine kadar bilinen en uzun artan aritmetik asal dizisi, ilk terimi 4943 ve farki
60060 olan on ti¢ terimli dizidir ve Moskova’dan W. N. Seredinsky tarafindan bulunmustur.
A. Schinzel’in asallara iligkin bir sanisindan, farki 30030 olan ve on ii¢ asaldan olusan sonsuz
sayida dizinin var oldugu sonucu gikar (bkz. Schinzel ve Sierpiniski (1958a), s. 191, C; 4).
Ancak, su ana kadar boyle bir dizi bulunamamigtir.
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de farki seklinde gosterilemeyen artan bir sonsuz aritmetik dizi bulunuz.??

22Q0rnegin, 30k +7 (k = 1,2, 3, ...) dizisi istenen &zellige sahiptir. Gercekten de, eger 30k +7 =
p + q olsaydi, 30k + 7’nin tek oldugu gercegi goz online alindiginda, p ve g sayilarindan
biri ¢ift olurdu ve bir asal olarak 2’ye esit olurdu. ¢ = 2 oldugunu varsayalim; o zaman
p =30k + 5= 5(6k + 1) olur ki bu, p’nin bir asal olmasi durumunda imkansizdir. Eger p ve
q asal olmak tizere 30k + 7 = p — q ise, 0 zaman q = 2 ve p = 30k + 9 = 3(10k + 3) olurdu
ki bu da imkansizdir.
NOT. Iki asalin hem toplami hem de fark: olarak temsil edilebilen sonsuz sayida cift saymin
var oldugu kamitlanabilir (ancak kamti zordur). A. Schinzel’in asallara iligskin belirli bir
samisindan, hem iki asalin toplami hem de farki olan sonsuz sayida tek sayimin var oldugu
sonucu ¢ikar. Bkz. Sierpinski (1963).
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4 Asal ve Bilesik Sayilar

74. Her ¢ift n > 6 tam sayis1 i¢in (n — p,n — q) = 1 olacak sekilde p ve ¢ asal
sayilarinin bulundugunu kanitlayimiz.!

75. Hem iki asal sayimin toplami hem de fark: seklinde yazilabilen tiim asal
sayilar1 bulunuz.?

76. n ile n+4 10 arasinda hicbir asal say1 olmayacak sekilde ii¢ en kiiciik n pozitif
tam sayisini bulunuz. 10m ile 10(m + 1) arasinda hicbir asal say1 olmayacak
sekilde ii¢ en kiiciik m pozitif tam sayisin1 bulunuz.?

77. 4k 4 1 geklinde olan her asal sayinin, kenar uzunluklar: tam sayilar olan bir
dik iicgenin hipoteniiziiniin uzunluguna esit oldugunu kanitlayiniz.*

78. p,q,r asal sayilar olmak iizere, p? + 1 = ¢ + r? denkleminin tiim ¢oziimiinii

bulunuz.?

79. p,q,r,s,t asal sayilar olmak iizere p? + ¢°> = r? + 52 + t?> denkleminin
¢oziimiiniin bulunmadigim kanitlayimiz.%

'p = 3,q = 5 almak yeterlidir. Eger n ¢ift ve > 6 ise, 0 zamann—1>6vep <qg<n—1
olur. Ardigik tek sayilar olan n — p = n — 3 ve n — ¢ = n — 5 sayilar1 aralarinda asaldir.

2Bu tiir yalmizca bir asal vardir, yani 5. Gercekten de, r asalinin hem iki asalin toplam1 hem
de farki olarak temsil edilebildigini varsayalim. Agikcasi r > 2 olmalidir, dolayisiyla r tek
bir asaldir. Hem iki asalin toplami hem de farki oldugundan, bu asallardan biri ¢ift olmall,
yani 2’ye esit olmalidir. Dolayisiyla, p ve ¢ asal olmak tizere r = p + 2 = ¢ — 2 olmalidir.
Ancak bu durumda p,r = p+ 2 ve ¢ = r + 2 ardigik ii¢ tek asal olurdu ve bu tiir yalnizca bir
icli vardir: 3, 5 ve 7 (¢lnki her ii¢ ardigik tek sayidan biri 3’e boliinmelidir). Bu nedenle
r=5=3+2=7—2 elde ederiz.

3n =113,139,181;m = 20,51, 62.

“1yi bilinen Fermat teoremine gore, 4k+ 1 formundaki her asal, iki pozitif tam sayinin karelerinin
toplamidir (bkz, 6rnegin, (Sierpinski 1964a, 205, Teorem 9)). Dolayisiyla, eger p 4k + 1
formunda bir asalsa, p = a2 + b? olur; burada a ve b pozitif tam sayilardir (p tek oldugundan
dolay1 elbette farkhidirlar). Ornegin, a > b oldugunu varsayalim. O zaman p2? = (a2 — b%)? +
(2ab)?°dir, dolayisiyla p diger iki kenar1 a? — b2 ve 2ab olan bir dik {iggenin hipoteniisiidiir.
Ornegin, 52 = 32 +42, 132 =52 4122, 172 = 152 + 82, 292 = 212 + 202.

5132 4+1=724+112,172+1 =112 +13%2,23% + 1 =132 + 192, 312 + 1 = 112 + 292.
NOT. (52 +13)2 +1 = (32 + 7)2 + (4= + 11)2 6zdesligi, eger p = 5+ 13, ¢ =3z + 7 ve
r = 4x + 11 asalsa, p? + 1 = ¢% + r? oldugunu gosterir. A. Schinzel’in asallara iliskin belirli
bir samisindan (Schinzel ve Sierpiniski 1958a) bu tiir sistemlerin sonsuz sayida oldugu sonucu
cikar.

671k olarak, eger p, q, T, s ve t asalsa ve p? + ¢ = r2 + s2 + t2 ise, 0 zaman p ve ¢ sayillarinin
her biri r, s ve t sayilarinin her birinden farkli olmalidir. Gergekten de, eger 6rnegin p = r
olsaydi, o zaman ¢ = s2 4 t2 olurdu ki bu imkansizdir, ¢iinkii g, s, t asalken bu denklemin
¢O6zumi olamaz. Aslinda, s ve t sayilar1 hem tek olamazdi hem de her ikisi ¢ift olamazdi
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80. (p+1)+q(g+1) = r(r+1) denkleminin tiim p, ¢, r asal ¢dziimlerini bulunuz.”

81. p(p+1),q(qg+ 1),r(r 4+ 1) sayilarimin bir artan aritmetik dizi olugturmasim
saglayan tiim p, ¢, r asal sayilarim bulunuz.®

(¢tinkii bu durumda g = 2 olurdu, ki bu sag tarafin > 4 olmasi gergegiyle celisir). Eger s = 2
olsaydi, o zaman 4 sayis1 pozitif tam sayilarin iki karesinin farki olurdu ki bu imkansizdir.
Eger p? + ¢% = r? + s2 + t? ise, p, q, T, s, t sayllarmin hepsinin tek olmas1 miimkiin degildir.
Eger p ciftse, o zaman p = 2’dir ve g, r, s, t sayilar tektir. Tek bir saymin karesinin 8’e
bolumiinden kalan 1 oldugundan, sol taraf 8’e boélindiigiinde 5 kalanimi verir, sag taraf
ise 3 kalanmini verir, ki bu imkansizdir. Eger hem p hem de g tekse, o zaman sol taraf 8’e
boliinduginde 2 kalanim verir, sag tarafta ise sayilardan biri (ve sadece biri) ¢ift olmalidur,
ornegin » = 2. Ancak o zaman, sag taraf 8e bolindugiinde 6 kalanini verirdi, ki bu
imkansizdir.

7A. Schinzel tarafindan bulunan ¢éziimii sunuyoruz. Yalnizca bir ¢dziim vardir, yani p = q = 2,
r = 3. Bunu goérmek igin, p ve q asal ve r pozitif bir tam say1 olmak iizere p(p+1)+q(g+1) =
r(r + 1) denkleminin tiim ¢oziimlerini bulacagiz. Denklemimiz sunu verir

pp+1)=r(r+1)—qlg+1)=(r—q)(r+q+1),

ve r > q olmahdir. p bir asal oldugundan, ya p | r —qya da p | r+ g+ 1 olmalidir. Eger
p|r—gqise, o zaman p < r—qolur, buda p(p+1) < (r—q)(r — ¢+ 1) anlamina gelir ve
dolayisiyla 7+ g+ 1 < r— g+ 1 olur ki bu imkansizdir. Dolayisiyla p | 7 + ¢ + 1 olmalidur,
bu da bir k pozitif tam sayisi i¢in

r+q+ 1= kp, anlamina gelir, bu da p+ 1 = k(r — ¢) demektir. (1)

Eger kK =1 olsaydi, o zamanr+q+1=pvep+1=7r—gqgolurdu,budap—qg=7r+1 ve
p+q=r+1 verir, ki bu imkansizdir. Dolayisiyla, k& > 1. (1)’den kolayca sunu elde ederiz

2q=(r+q)—(r—q =kp—1—(r—q)

=kk(r—q)—1]-1-(r—q)=(k+D[(k—1)(r—q) —1].

k > 2 oldugundan, k+ 1 > 3 olur. Sol tarafi sadece 1,2, g ve 2q pozitif tam say1 bolenlerine
sahip olan son esitlik, ya k+ 1 = q ya da k+ 1 = 2q olmasini gerektirir. Eger k+ 1 = ¢
ise, o zaman (k — 1)(r — q) = 3, dolayisiyla (¢ —2)(r—q) =3. Bu,yag—2=1,r—q =3,
vanig=3,7r=6, k=q—1 =2 ve (1) uyarinca p = 5¢, yadaqg—2=3,7—q =1, bu
da g =5,r=6, k=4 ve (1) uyarinca p = 3’e gotiiriir. Ote yandan, eger k + 1 = 24 ise,
o zaman (k— 1)(r — q) = 2, dolaywisiyla 2(q — 1)(r—q) =2. Bu,g—1=1ver—q= 1,
yani ¢ = 2,7 = 3’e ve (1) uyarinca p = 2’ye gotiiriir. Dolayisiyla, pozitif r tam sayilar igin,
p ve g asallarinda su ¢éziimlere sahibiz: 1) p=q¢=2,r=3;2) p=5,9g=3,r =6, ve 3)
p=3,q=>5,r =6. Sadece ilk ¢oziimde ii¢ say1 da asaldir.
NOT. Eger n’inci iiggensel sayiy1 t,, = +n(n+1) ile gésterirsek, o zaman yukaridaki teoremi
su sekilde ifade edebiliriz: t, +t, = t,. denkleminin asal sayilarda yalmzca bir ¢6ziimii vardar,
yani p=q=2,r = 3.

8Bu tiir sayilar, érnegin, p = 127,q = 3697,r = 5527’dir. Bu sayilarm asal oldugunu ve
p(p+1), qg(qg+1) ve r(r+1) sayilarinin bir aritmetik dizi olusturdugunu (6rnegin, asal sayilar
tablolarindan) kontrol etmek kolaydir. Bu tir sayilari bulmak icin bir yéntem sunacagiz.
Su 6zdeslikten:

n(n+ 1) + (41n + 20)(41n + 21) = 2(29n + 14)(29n + 15)

pozitif bir n tamsaysi i¢in n(n+1), (29n+14)(29n+15) ve (41n+20)(41n+21) sayilarimin
bir aritmetik dizi olusturdugu sonucu ¢ikar. Eger baz pozitif n tamsayilari i¢in n, 29n + 14
ve 41n + 20 sayilarinin hepsi asal olsaydi, bir ¢6ziim bulmus olurduk. Bu nedenle, n igin
ardisik tek asallari almali ve 29n + 14 ile 41n + 20 sayilarinin asal olup olmadigini kontrol
etmeliyiz. Bu tiir en kiigiik say1, yukaridaki ¢oziime gétiiren n = 127’dir. Ancak, bu gekilde
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82. n+1,n+3,n+7,n+9,n+ 13 ve n+ 15 sayilarinin her birinin asal olmasini
saglayan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.”

83. Iki tam sayimn doérdiincii dereceden kuvvetinin toplamina esit olan bes asal
say1y1 bulunuz.”

84. Ikiz asal sayillar olmayan sonsuz sayida ardigik asal sayilar ciftinin
bulundugunu kanitlayiniz.'!

85. Hicbir ikiz asal sayida bulunmayan sonsuz tane asal say1 bulundugunu
kanitlayiniz.'?

86. n? — 1 sayisin birbirinden farkl ii¢ asal saymnin carpimina esit olmasi
saglayan en kiiciik bes n pozitif sayisim bulunuz.!?

gerekli 6zelliklere sahip tiim asal tigliilerini elde ettigimizi iddia edemeyiz.
NOT. A. Schinzel’in asallara iligkin (Schinzel ve Sierpiniski 1958a) belirli bir sanisindan
(konjektiiriinden), 29n + 14 ve 41n + 20 sayilarinin da asal olmasini saglayan sonsuz ¢oklukta
n asali bulundugu sonucu ¢ikar.
Yukaridaki problem séyle ifade edilebilir: asal indisli ve artan bir aritmetik dizi olusturan ii¢
licgensel say1 bulunuz.

9Bu sekilde tek bir pozitif tamsay1 vardir, o da n = 4’tiir. Aslinda, n = 1 igin n + 3 = 4 sayis1
bilegiktir; n = 2 i¢in n 4+ 7 = 9 sayis1 bilegiktir; n = 3 i¢in n + 1 = 4 sayis:1 bilegiktir; ve
n > 4 icin sayilarimizin tamami 5’i agar ve en az biri 5 ile boliinebilir. Bu son 6zellik, 1, 3, 7,
9, 13 ve 15 sayilarinin 5’e boliindiigiinde 1, 3, 2, 4, 3 ve 0 kalanlarini vermesinden, yani tiim
olasi kalanlar1 vermesinden kaynaklanir. Dolaywisiyla, n+1, n+3, n+7, n+9, n+ 13 ve
n + 15 sayilar1 da 5’e boliindiigiinde tiim olas: kalanlar1 verir; bu nedenle iglerinden en az
biri 5 ile béliinebilir ve 5’ten biiyiik oldugu icin bilesiktir. Ote yandan, n = 4 icin 5, 7, 11,
13, 17 ve 19 asal sayilarini elde ederiz.
NOT. A. Schinzel’in asal sayilarla ilgili bir konjektiiriinden (Schinzel ve Sierpiniski 1958a)
n+1,n+3, n+7 n+9 ven+ 13 sayilarimin her birinin asal olacag: sekilde sonsuz sayida
n pozitif tamsayisiin var oldugu sonucu ¢ikar. Ornegin, n = 4, 10, 100 durumlar1 bdyledir.
Ayrica bkz. (Sierpinski 1962b, 319, P,).

102 =14 414,17 =14+ 24,97 = 2% + 34257 = 14 + 4% 641 = 2% + 5%
NOT. A. Schinzel’in asallarla ilgili bir konjektiiriinden (Schinzel ve Sierpinski 1958a), pozitif
tamsayilar tizerinde iki doérdiincii kuvvetin toplami olarak temsil edilebilen sonsuz sayida asal
saymin var oldugu sonucu ¢ikar ve genel olarak, her n pozitif tamsayisi i¢in a ve b pozitif
tamsayilar olmak {izere a™ + b™ formunda sonsuz sayida asal sayinin var oldugu sonucu ¢ikar.

Hp,, k'mc asal sayiy1 gostersin ve n pozitif tamsayist igin Pg,, < 6n + 1 olan en biyik
asal say1 olsun. 6n+2 =2(3n+1), 6n+3 =3(2n+ 1) ve 6n +4 = 2(3n + 2) sayilan
bilesik oldugundan, p, ., > 6n +5 olur ve p, . —p, > (6n+5)— (6n + 1) = 4’tir,
dolayisiyla p, ~ve pknﬁ asal sayilan ikiz asal degildir. p, > 6n + 5 oldugundan ve n
keyfi olabileceginden, bu tiir sonsuz ¢oklukta p, ~ve p, ., sayisi vardir. Ancak, p, Py 41
ciftinde Dy, Saylsimn bir ikiz asal ¢iftinin biiyiigi olabilecegini ve Pk, 41 'in bagka bir ikiz
asal ¢iftinin kii¢iigii olabilecegini unutmaymn. Boylece, n = 1 i¢in, ikiz asal olan 5, 7 ¢iftinin
biiyiigii olan p,, = 7’yi ve 11, 13 ¢iftinin kii¢igl olan p, ., = 11’1 elde ederiz. n = 2 igin,
11, 13 ciftinin bliyligi olan D, = 13’1 elde ederiz, P, +1 =17 ise 17,19 ¢iftinin kiigiigidiir.
n = 17 igin, 101, 103 ¢iftinin biiyligi olan P, =103 =617+ 1’i elde ederiz, p, ., =107
ise 107, 109 ciftinin kiigtigidiir.

12Lejeune-Dirichlet’nin aritmetik diziler iizerine teoremine gére, 15k + 7 (k = 1,2, ...) dizisinde
sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir. Bu sayilarin hicbiri bir ikiz asal ¢iftine ait olamaz ¢iinki
(15k+7)+2 =3(5k+ 3) ve (156k+7) —2 = 5(3k + 1) sayilan1 (k > 0 igin) bilesiktir.

3Eger n pozitif bir tamsay1 igin n? — 1 sayis1 ii¢ farkl asal sayinin ¢arpimi ise, (22 — 1 = 3 goz
éniine alindiginda) n > 2 olmalidir. n%2 —1 = (n — 1)(n + 1) 6zdesligi dikkate alindiginda, n
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87. n? + 1 sayisin birbirinden farkl ii¢ asal sayinin carpimina esit olmasini
saglayan en kiiciik bes n pozitif sayisin1 bulunuz. n? 41 sayisim birbirinden
farkl ti¢ tek saymin carpimina esit olmasimi saglayan bir n pozitif sayisi
bulunuz.'4

88. 7’den biiyiik olan her ardisik ii¢ saymin en az birinin en az iki birbirinden
farkl1 asal boleninin bulundugunu kanitlayiniz.'®

89. n,n+1,n+2 sayilarindan her biri birbirinden farkli iki asal sayinin ¢arpimina
esit olacak gekilde beg en kii¢lik pozitif tam sayiyr bulunuz. Bu 6zellikle
sahip olan dort ardigsik sayi dizisini bulunmadigim kanitlayimiz. Her birinin
tam iki asal boleni bulunan doért ardigik pozitif tam sayiy1 bulunuz.!®

say1si ¢ift olmalidir, aksi takdirde sag taraftaki carpanlar ¢ift olurdu ve 22 | n2 — 1 olurdu.
Dahasi, n — 1 ve n + 1 sayilar1 (aralarindaki fark 2 oldugundan) (n > 2 oldugu i¢in 1’den
biiyiiktiirler) her ikisi de bilegik olamaz, ciinkii bu durumda n? — 1 ii¢ farkli asal sayinin
carpimi olamazdi. Dolayisiyla, n — 1 ve n + 1 sayilarindan biri asal olmali, digeri ise iki asal
saymnin ¢arpimi olmalidir. n =4 icin n —1 =3, n+ 1 = 5 elde ederiz ve bu kosul saglanmaz.
Benzer sekilde, n = 6icinn—1=5n+1=7n=8icihn—-1=7,n+1=9 = 32
n=10ignn—1=3% ven =12igcin n —1 = 11, n + 1 = 13 elde ederiz. n = 14 igin
n—1=13,n+1=15 = 3-5 elde ederiz. Bu durumda, n%— 1’in ii¢ farkl asal sayinin ¢arpimi
oldugu en kiiciik pozitif tamsay1 n = 14’tiir, ciinkiin? —1=13-3-5. 162 —-1=3-5-17
oldugundan, gereken o6zelligi saglayan bir sonraki n sayisinin n = 16 oldugunu goriiriiz.
Simdi, 182 —1 = 17-19, 202 —1 = 19-21 = 3.7 - 19, ve {i¢iincii béyle say1 n = 20’dir.
Sonra, 222 — 1 = 3. 7- 23, ve dordiincii aranan say1 n = 22’dir. Bu sekilde devam ederek,
322 —1 = 3-11 - 31 oldugundan, besinci bdyle saymnin n = 32 oldugunu kolayca buluruz.
Dolayisiyla, n? — 1’in ii¢ farkli asal sayinin ¢arpimi oldugu ilk bes tamsay1 14, 16, 20, 22 ve
32'dir.

NOT. A. Schinzel’in asallarla ilgili bir konjektiirtinden (Schinzel ve Sierpiniski 1958a), bu
tiir sonsuz ¢oklukta n sayisinin var oldugu sonucu ¢ikar. Daha genel olarak, her s > 1 igin,
n? — 1’in s farkl asal saymin carpimi oldugu sonsuz coklukta n pozitif tamsayis1 vardir.

Mn2 4+ 1’in {i¢ farkh asal saymim carpimi oldugu en kiiciikk bes pozitif n tamsayis1 n =
13,17,21,23 ve 27°dir. Elimizde 132 +1=2-5-17,1724+1=2-5-29,212+1=2-13-17,
2324+1=2-5-53 vardir. » =112 igin 1122 +1 =513 - 193 elde ederiz.

NOT. A. Schinzel’in asallarla ilgili bir konjektiiriinden (Schinzel ve Sierpinski 1958a), her s
icin n? + 1’in s farkli asal sayimin carpimi oldugu sonsuz ¢oklukta n pozitif tamsayisinin var
oldugu sonucu ¢ikar.

51 > 7 olmak iizere n, n + 1 ve n + 2 sayilarinin her birinin sadece bir asal béleni oldugunu
varsayalim. Bu sayilardan higbiri 6 ile béliinemez, bu da n’in 6k + 1, 6k + 2 veya 6k + 3
formunda olmas: gerektigi anlamina gelir, burada k pozitif bir tamsayidir.

Eger n = 6k + 1 ise, ¢ift olan ve sadece bir asal béleni olan 6k + 2 sayis1 2™ formunda
olmalidir; simdi, n > 7 olmas1 6k + 2 = n + 1 > 8’i gerektirdiginden, m sayis1 > 3 olmalidir.
n+2 = 6k+3 sayis1 3 ile boliinebilir ve eger sadece bir asal boleni varsa, 3° formunda olmalhdir.
6k + 3 = n+ 2 > 9 oldugundan, s sayis1 > 2 olmalidir. Dahasi, 3° — 2™ = 1 elde ederiz;
ancak bu denklemin sadece iki tamsay1 ¢6zliimii vardir, bunlar s = 1 ve s = 2, m = 3’tiir
(bkz. Problem 185). Eger n = 6k + 2 ise, n = 2™ ve n + 1 = 6k + 3 = 3° olur, burada
m > 2’dir (n > 6 oldugundan). 3° — 2™ =1 elde ederiz, bu da m > 3 i¢in imkansizdir.
Son olarak, eger n = 6k + 3 ise, n = 3%, n + 1 = 2™ olur ve n > 7 gbz 6niine alindiginda
s > 2, m > 3 elde ederiz, halbuki 2" — 3° = 1 denkleminin tek bir tamsay1 ¢dziimii vardir,
oda m =2,s=1dir (bkz. Problem 184). Dolayisiyla, n > 7 tamsays1 i¢in n,n + 1 ve
n + 2 sayilarindan higbirinin birden fazla asal boleni olmadig1 varsayimi bir geligkiye yol agcta.
Ote yandan, n = 7icin n+ 1 = 23, n + 2 = 32 olur ve n,n + 1 ve n + 2 sayilarinin her
birinin sadece bir asal boleni vardir.

¥p=33(n=311,n+1=2:17,n+2=5.7),n =85 (n=5-17,n+1 = 2:43, n+2 = 3-29),

30



90. Asagidaki teoremlerin birbirine denk oldugunu gosteriniz:'”
(a) m ve n+ 1 sayilarinin her birinin sadece bir asal boleni olmasini saglayan n
pozitif tam sayilar: sonlu sayidadir.

(b) Sadece sonlu sayida Mersenne asal sayilar1 ve sonlu sayida Fermat asal
sayilar1 vardir.

91. n pozitif tam say1 olmak iizere milyonlarca biiyiik olmayan ve iki asal sayinin
carpimina egit olan tiim 2™ — 1 geklinde olan sayilar:1 bulunuz. Eger n ¢ift
ise ya da n > 4’ten biiyiikse, 2" — 1 sayisinin 1’den biiylik en az ii¢ asal
saymi carpimi seklinde gosterilebilecegini kanitlayimiz. !

n=93(n=3-31,n+1=2-47,n4+2=5-19),n =141 (n=3-47,n+1=2-71,n+2 =
11-13),n =201 (n=3-67,n+1=2-101,n+ 2 =7-29). Her biri iki farkh asal sayinin
carpimi olan doért ardigik pozitif tamsay1 yoktur, ¢iinkii her dort ardigik sayidan biri 4 ile
boliinmek zorundadir. Her biri tam olarak iki farkli asal bolene sahip olan dért ardigik pozitif
tamsayiya bir 6rnek 33 =3-11,34=2-17,35=5-7,36 = 22 . 32 sayilandur.

NOT. n, n+ 1 ve n + 2 sayilarinin her birinin iki farkli asal saynin ¢arpimi oldugu sonsuz
¢oklukta n pozitif tamsayisinin var oldugunu kanmtlayamiyoruz; bu, A. Schinzel’in asallarla
ilgili belirli bir konjektiiriinden gikmaktadir. Bkz. (Schinzel ve Sierpinski 1958a, 197, sonug
C,).

"Hem n hem de n + 1’in sadece bir asal béleni oldugu sonsuz coklukta n pozitif tamsayisinin
var oldugunu varsayalim. n > 1 oldugunu varsayabiliriz ve n ile n + 1 sayilarindan biri ¢ift,
digeri tek oldugundan, k ve m pozitif tamsayilar olmak {izere, p* — 2™ = +1 gibi bir tek p
asali icin n ve n + 1 sayilar1 p* ve 2™ (ya da tam tersi) olmalidir. Dolayisiyla p* = 2™ + 1
elde ederiz. Bir Mersenne sayis1 > 1 herhangi bir asal saymin 1’den biiytik iislii bir kuvvetine
esit olamayacagindan (bkz. (Sierpifiski 1964a, 335, teorem 2)), p* = 2™ — 1 durumunda

= 1 olmalidir ve 2™ — 1 = p bir Mersenne asalidir. Ote yandan, eger p* = 2™ + 1 ise, ya
k = 1’dir, bu durumda p = 2™ + 1 ya 3’tiir (eger m > 1 ise) ya da bir Fermat asalhdir, ya da
k > 1’dir, bu durumda 2™ = p* — 1 = (p — 1)(p*~* + p*¥2 4 ... + 1) elde ederiz. Sol taraf
¢ift oldugundan, k sayisi ¢ift olmalidir; dolayisiyla & = 21, burada [ pozitif bir tamsayidir, ve
2m = (p! — 1)(p' + 1) yazabiliriz. Bu nedenle p! — 1 ve p! + 1 sayilari, aralarindaki fark 2
olan 2’nin kuvvetleridir, bu da p! — 1 = 2, p! + 1 = 4’ii gerektirir, buradan p! = 3 ve p = 3,
I = 1 bulunur, m = 3 olur, bu da 32 = 23 4 1 sonucunu verir.
Boylece, n > 8 icin n ve n + 1 sayilarinin her birinin bir asal boleni varsa, n’in bir Mersenne
asali veya n + 1’in bir Fermat asali oldugunu kanitladik.
Tersine, eger M,, = 2™ — 1 bir Mersenne asali ise, M,, ve M, + 1 = 2™ sayilarinin her
birinin bir asal boleni vardir. Eger F), = 22" 4 1 bir Fermat asah ise, Fj, — 1 = 22" ve F,
sayilarinin her birinin bir asal béleni vardir, bu da teoremimizin kanitin1 tamamlar. Bkz.
(Sierpinski 1958a, 209).
NOT. Bugiine kadar, n ve n + 1’in her birinin bir asal béleni oldugu sadece 29 tane n pozitif
tamsayis: bilinmektedir. En kiiciik besi 2, 3, 4, 7, 8 olup en biiyiigi n = 211213 — 1°dir.

1822 _1=3,2*—-1=3-5ve 22k — 1 = (2¥ — 1)(2* + 1) esitliklerine sahibiz. Eger n = 2k > 4
icin 22F — 1 say1s1 iki asalin carpimina, esit olsaydi, o zaman 2% — 1 ve 2F + 1 sayilarinin da
asal olmas1 gerekirdi. Bunlar ardigik tek sayilar oldugundan, 2% — 1 < 5 olmahdir, bu da
k < 2 demektir. k£ > 1 oldugundan, k = 2 olmalidir, bu da k > 2 varsayimiyla celisir. Bu
nedenle, n ¢ift ve > 4 i¢cin 2™ — 1 sayilari, en az ti¢ dogal saymin ¢arpimina esittir. Tek n icin,
22 -1=7,25-1=31,2"-1=127,2°-1=7-73,211 -1 =23-89, 213 -1 = 8191 (ki bu
bir asaldir), 215 —1 = 7-31-151, 217 — 1 ve 219 — 1 sayilar asaldir ve 221 —1 = 7.127-337,
223 1 ise zaten > 10%’dir. Béylece, 2" — 1 formunda olup < 109 olan ve iki asalin carpimina
esit olan tiim pozitif tam sayilar 24 —1=3-5,2°—-1=7-73 ve 21! —1 =23 .89dur.
NOT. Milyonu agan ve iki farkli asalin ¢arpimi oldugu bilinen Mersenne sayilari, n =
23,37,49,67 ve 101 icin M, = 2™ — 1 sayilanidir. Bu tiir sayilarin sonsuz sayida olup
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92. Problem 47’yi kullanarak, p,,, n. asal sayiy1 gostermek tizere,her n > 3 icin
Pt + Prso <Py Do - Dy, esitsizliginin dogru oldugunu kamtlayimz.'?

93. n pozitif tam sayis1 i¢in g,, ile, n’nin boleni olmayan en kiigiik asal sayiy1

gosterelim. 92. problemi kullanarak lim,,_, % = 0 oldugunu kanitlayimiz.?°

94. Her n > 4 tam sayisi i¢in n ile 2n arasinda birbirinden farkl iki asal sayinin
carpimina esit olan en az bir tam sayimin bulundugunu ve her n > 15 tam
sayisi i¢in n ile 2n arasinda, birbirinden farkl {i¢ asal sayinin carpimina egit
olan en az bir say1 bulundugunu kanitlayimiz.?!

95. Her s pozitif tam sayis1 i¢in, yeterince biiyiik n’ler i¢in n ile 2n arasinda
s tane birbirinden farklh asal saymin garpimina esit olan en az bir say:
bulundugunu kanitlayiniz.??

olmadigini bilmiyoruz.

¥k > 3 oldugundan, p;ps...p, > P1P2P3 = 2-3 -5 > 6 olur ve Problem 47 uyarinca, a ve
b sayilar1 > 1 ve aralarinda asal olmak iizere p,p, ... p;, = a + b’dir, dolayisiyla p,p, ... p;,
carpimiyla da aralarinda asaldir.
a ve b > 1 oldugundan, farkli asal bolenleri vardir; p | @ ve g | b olsun, p < g oldugunu
varsayalim. (p,p;p,...p;) = 1 oldugundan, p > p,_ , olur ve ¢ > p nedeniyle q > p;.,
olur. Bu nedenle p + g < a + b’dir ve kanitlanmasi istendigi gibi p,,; + Py o0 < P1P2---Pi
egitsizligine sahibiz.

9m, > 3 olan keyfi bir tam sayiy1 gostersin ve n, m > p;p,...p,, kosulunu saglayan bir tam
say1 olsun. O zaman k > m > 4 olacak gekilde bir k tam sayis1 vardir, &yle ki

2

P1Pa--Pp <N < D1Po-PpPhi1- (1)

Eger q,, > pp.1 +1 > py,, olsaydi, o zaman g, sayisinin tanimi geregi p,, pPo, ..., Pryq
sayilarinin her biri n’in bir boleni olurdu, dolayisiyla (1) ile celisecek sekilde n > pypy... Py 1
olurdu. Bu nedenle q,, < p, ; +1 < py + p,; esitsizligine sahibiz ve k > 4 ile Problem 92
uyarmca ¢, < p;Ds-...Pp_1 €lde ederiz, bu da (1) kullamlarak su iligkiyi verir:
G _ 1 _1_1
n  p, kT m

Keyfi bir m > 3 i¢in n > p,p,...p,, oldugunda gq,,/n < 1/m oldugunu kanitladik, bu da
n sonsuza giderken g,, /n oraninin sifira yaklagtigim gosterir, ki bu da kanitlanmasi istenen
seydi.

2ln, > 4 olan bir tam say1 olsun. Ya n = 2k (burada k > 2) ya da n = 2k + 1 (burada k > 1)
olur. Eger n = 2k (burada k > 2) ise, Chebyshev teoremine gore k < p < 2k olacak sekilde
bir p asali vardir ve p > k > 2 oldugundan p > 2 olur. Boylece n = 2k < 2p < 4k = 2n olur
ve p > 2 oldugundan 2p sayis: iki farkl asalin ¢arpimidir ve n < 2p < 2n esitsizligi saglanir.
Eger n = 2k+1 (burada k > 2) ise, Chebyshev teoremine gore k < p < 2k olacak sekilde bir p
asali vardir, dolayisiyla 3 < k+1<p<2kven=2k+1<2k+2<2p <4k <4k+2=2n
olur, ve yine n < 2p < 2n esitsizligini elde ederiz, 2p ise iki farkhi asalin carpimidir. Simdi
n > 15 bir tam say1 olsun. Eger n = 16,17, ...,29 ise, 30 = 2 - 3 - 5 sayis1 n ile 2n arasinda
yer alir. Bu nedenle n > 30 oldugunu varsayabiliriz. O halde n = 6k + r’dir, burada k, > 5
olan bir tam sayidir ve r, n’in 6’ya bélinmesinden elde edilen kalandir, yani r, 0 < r <5
egitsizligini saglar. Chebyshev teoremine gore, k < p < 2k olacak sekilde bir p asali vardir,
dolayisiyla p > 5 ve k+1 < p < 2k olur. Buradan n = 6k+r < 6(k+1) <2-3-p < 12k < 2n
sonucu ¢ikar, dolayisiyla n < 2 -3 - p < 2n olur ve 2 - 3 - p ii¢ farkh asalin carpimidir.

22p,., k-ma ardigik asali gostersin ve s, > 1 olan keyfi bir tam say1 olsun. n > p;p,...p,
olsun. n ile 2n arasinda s farkli asalin ¢arpimi olan en az bir pozitif tam say1 bulundugunu
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96. 1,31,331, 3331, ... sonsuz dizisinde sonsuz sayida bilegik say1 bulundugunu
kantlaymiz ve bunlardan en kiiciigiinii bulunuz.?3

97. n* + (n + 1)* sayismin bilesik olmasim saglayan en kiiciik n pozitif tam
say1sin1 bulunuz.?*

98. 10"+3 (n =1,2,3,...) seklinde olan sonsuz sayida bilegik say1 bulundugunu
kanitlayimiz.?
24n+2

5

26

99. n > 1 tam sayilar i¢in sayisiin bilesik oldugunu kanitlayiniz.

100. Her m pozitif tam sayist igin 2™ — 1 (n = 1,2, 3, ...) sonsuz dizisinin, bilegik
sayilardan olusan m ardisik teriminin bulundugunu kanitlaymiz.?”

gosterecegiz. n = kpps...p,_; + 7 olsun; burada 7, n’in p;p,...p,_; ile bolinmesinden elde
edilen kalandir, dolayisiyla n > p,p,...p, oldugundan, k > p, ve 0 < r < p;p,...p,_, olur.
Chebyshev teoremine gore, k < p < 2k olacak gekilde bir p asali vardir, dolayisiyla p > p, ve
k+1 < p < 2k olur. Buradan n = pypy...p,_1k+7 < p1ps..ps_1(k+1) <pipy..p, 1P <
2p,py...ps_1k < 2n sonucu cikar, dolayisiyla n < py;p,...ps_1p < 2n olur. pyp,...ps_1P
sayisl, p > p, oldugundan, s farkli asalin ¢arpimina esittir.

NOT. Chebyshev teoreminin elementer bir kaniti Sierpinski [37, s. 137, teorem 8]’de
verilmigtir.

#3Dizimizin n-inci teriminin $(10™ — 7)’ye esit oldugunu kolayca kontrol edebiliriz. 102 =
15 = —2 (mod 17) olur, dolayisiyla 10% = 16 = —1 olur. Boylece 10° = —10 =7 (mod 17)
ve 101 = 1 (mod 17) oldugundan, k = 0,1, 2, ... icin 10'%%**% = 7 (mod 17) elde ederiz.
Dolayisiyla 17 | £(106%%9 —7) olur ve k =0, 1,2, ... igin £(10'6% —7) sayilar1 > (10 —
7) > 17 oldugundan, hepsi bilegik sayidir. A. Makowski tarafindan asal say: tablolarinda
kontrol edildigi tizere, %(10" —7) sayllan n =1,2,3,4,5,6,7 ve 8 igin asaldir. Bu formdaki
en kiiciik bilegik say1 bu nedenle %( 10°—7) = 33333331 dir. Bulduklarimiz diginda, ele alinan
formda bagka bilesik sayilar olup olmadig1 sorusu ortaya ¢ikmaktadir. 102 = 5(mod 19) olur,
dolaysiyla 10* = 25 = 6 (mod 19) ve 10'2 = 63 = 7 (mod 19) olur ve 10'8* = 1 (mod 19)
oldugundan, k=0, 1,2, ... icin 19 | (10'8%"12 —7) elde ederiz. Ornegin, (102 —7) sayis1
bilegiktir. Ancak, yukarida verilenler diginda bu formda bagka asal olup olmadigini ve eger
varsa, sonsuz sayida olup olmadiklarii bilmiyoruz.

24Gay1 n = 5tir, ¢linkii 14 + 24 = 17, 24 4+ 3% = 97, 3% 4+ 4* = 337 ve 4* 4 5* = 881 asal iken,
5% + 6% = 1921 = 17 - 113’tiir.

2k = 0,1,2,... olmak iizere 10°%** 4+ 3 bicimindeki tiim sayilar 7 ile béliinebildikleri icin
bilegiktir. Gergekten de, 10* =4 (mod 7)’dir ve Fermat teoremine gore 106 = 1 (mod 7)’dir.
Boylece, k tamsayist icin 109574 + 3 =10%.10*+3=1%*-4+3=4+3=0 (mod 7) olur.
NOT. n=1,2,... igin 10™ + 3 bigimindeki sayilar arasinda sonsuz ¢oklukta asal say1 olup
olmadigini bilmiyoruz. Bu tiir sayilar n = 1 ve n = 2 i¢in asaldir, ancak n = 3 ve n = 4 igin
bilesiktir (giinkii 1003 = 17 - 59 ve 7 | 10 + 3).

26, tamsayist icin

247L+2 + 1= (22n+1 _ 2n+1 + 1)(22n+1 + 2n+1 + 1) (1)

6zdegligine sahibiz. 5 | 22 + 1 oldugundan ve m > 1 tamsayisi igin 227+ — 2n+l 4 1 =
271 (2n —1)+1 > 23.(22 —1)+ 1 = 25 oldugundan, sag taraftaki carpanlardan en az birinin
5 ile boliinebildigi ve (n > 1 igin) 5’ boliindiginde birden biiyiik bir bélim verdigi sonucu
cikar. Bu nedenle %(24"+2 + 1), n = 1,2, ... igin, I’den biiyiik iki tamsayinin ¢arpimina
egittir, dolayisiyla bilegiktir.

2Tm > 1 keyfi bir tamsay1 olsun ve k = 2,3, ..., m olmak iizere n = m! + k olsun. k < m!+ k
ve k | m! 4+ k’dir, buradan 2F — 1 < 2™k — 1 ve 28 — 1 | 2% — 1 elde edilir. Boylece
oMtk _ 1 sayilar k = 2,3, ..., m icin, dolayisiyla 2" — 1 dizisinin ardistk m — 1 terimi icin
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101. Bir basamag: degigtirilerek bir asal say1 elde edilemeyen bir pozitif tam say1
bulundugunu gésteriniz.?®

102. Asagidaki teoremlerin birbirine denk oldugunu kanitlaymiz:2”

(a) T. Her n > 1 tam sayisi i¢in n ile 2n arasinda en az bir asal say1 bulunur.

(b) T1. Her n > 1 tam sayist igin n! sayisinin asal ¢arpanlarina ayriiginda iistii
bir olan en az bir asal say1 bulunur.

103. Her n pozitif tam sayisi igin n! sayisinin asal garpanlarina ayriminda kuvveti
1 olan en az iki asal say1 bulunur.?’

104. Her n pozitif tam sayisi i¢in, p—1 ve p+ 1 sayilarinin her birinin en az n tane
pozitif tam boleni olacak sekilde bir p asal sayis1 bulundugunu kanitlayimiz.3!

bilegiktir.

28200 sayisindan bir asal say1 elde etmek icin, son basamagini tek bir say1 ile degistirmek gerekir.

Ancak, 3 | 201, 7 | 203, 5 | 205, 3 | 207 ve 11 | 209’dur. Boylece, sadece bir basamag:
degistirerek 200 sayisindan bir asal say1 elde edilemez.
NOT. iki basamag degistirerek her sayidan bir asal say1 elde edilip edilemeyecegini
bilmiyoruz. Ote yandan, (ondalik) basamaklarmdan hicbirinin degistirilmesinin bir asal
say1 ile sonuglanmayacagi sonsuz ¢oklukta pozitif n tamsayisinin var oldugunu kanitlamak
kolaydir. Ornegin, n = 2310k — 210 (k= 1,2,...) icin, son basamagini (yani 01), (agikca 1,
3, 7 veya 9 sayillarindan birine) degistirmemiz gerekirdi; ancak 11 |n+1,3|n+3,7|n+7
ve 3| n + 9 oldugunu gérmek kolaydir.

29T teoreminin dogru oldugunu varsayalim. T1 teoremi n = 2 ve n = 3 icin acikca dogrudur.

n > 3 bir tamsay1 oldugunu varsayalim. Eger n ¢ift ise, yani n = 2k, o zaman n > 3
oldugundan, k£ > 1°dir ve T teoremine gore k < p < 2k olacak sekilde bir p asali vardir,
buradan p < 2k = n < 2p olur ve p, n! = 1...n carpimindaki sadece bir ¢carpani boler.
Eger n = 2k + 1 ise (n > 1 oldugundan) k > 1 bir tamsayidir, o zaman T teoremine gore
k < p < 2k < n olacak sekilde bir p asali vardir, buradan £+ 1 < p olur ki bu da 2k+1 < 2p
ve p < n < 2p anlamina gelir. Onceki gibi, p, n!’in asal aciimina 1 dssii ile girer. Dolayisiyla,
T’nin T1’1 gerektirdigini gosterdik.
Simdi T71’in gegerli oldugunu varsayalim ve n > 1 bir tamsayiy1 gostersin. T1 teoremine
gore, (2n)!’in asal agilimina 1 issi ile giren bir p asali vardir. Dolayisiyla, p < 2n < 2p’ye
sahibiz (¢iinkil eger 2p < 2n olsaydi, o zaman (2n)! =1-2...(2n — 1)2n ¢arpiminda p ve
2p carpanlarma sahip olurduk ve p, T1 teoreminin aksine > 2 iissii ile girerdi). Dolayisiyla,
n < p < 2n’ye sahibiz (n > 1 oldugundan, p = 2n denklemi asal p i¢in imkansizdir). Boylece,
T teoremi T1 teoreminden ¢ikar, bu da T ve T1’in denk oldugunu gosterir.

3011"in asal agiliminda, 7 ve 11 asallar acikca 1 iisleriyle yer alir. Bu nedenle, n > 11 oldugunu
varsayabiliriz; bu da n = 2k durumunda oldugu gibi n = 2k + 1 durumunda da k£ > 5
olmasinmi gerektirir. Kullanacagimiz teoreme gore, k < p < g < 2k olacak sekilde iki p ve
q > p asali vardir. Dolayisiyla en azindan p < ¢ < n ve p > k + 1 elde ederiz, bu da
2q > 2p > 2k + 2 > n anlamina gelir. Boylece, hem p hem de g asallar1 n!’in agilimina 1
iissii ile girer.

10! sayisina gelince, sadece 7 asali agilmina 1 isst ile girer.

n verilmig bir pozitif tamsay1 olsun. Lejeune-Dirichlet’nin aritmetik diziler tizerine teoremine
gore, k pozitif bir tamsay1 olmak iizere p = 6¥k! 42 - 32" bi¢iminde bir asal say1 vardir.
(Pozitif n tamsayist igin 2571 > n oldugu goz éniine alindiginda) buradan 3™ | p + 1 oldugu
ve p + 1 sayisinin n’den fazla farkh pozitif tamsay1 bélenine (érnegin, 1,3, 32, ...,3"™) sahip
oldugu sonucu ¢ikar. Ote yandan, Euler teoremine gore 3?(2") = 1 (mod 2")’dir, buradan
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2™ | 32" gelir, bu da 2™ | p — 1 oldugunu ve p — 1 sayisinin n’den fazla farkli pozitif
tamsay1 bélenine (6rnegin, 1,2, 22, ...,2") sahip oldugunu gosterir.
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105. p — 1 ve p + 1 sayilarindan her birinin en az 3 farkh asal béleni bulunacak
sekilde en kiiciik p asal sayisi1 bulunuz.??

106. Her n pozitif tam sayisi igin, p — 1, p + 1 ve p + 1 sayilarinin her birinin
en az n tane farkl asal boleni olacak sekilde sonsuz sayida p asal sayisinin
bulundugunu kantlayiniz.>3

107. Her n ve s pozitif tam sayilari i¢in, her biri terimlerinin en az n farkh asal
boleni olacak ve bu asal sayilardan her birinin kuvveti en az s olacak gekilde
istenilen uzunlukta ardisik sayilar dizisinin bulundugunu kanitlayimiz.3*

108. n > 1 tek sayisi i¢in n ve n+2 sayilarinin sayilarinin asal olmasi igin, (n—1)!
sayisinin n ve n + 2 sayilariyla boliinmemesinin gerek ve yeterli oldugunu
kanitlayimiz.3

32p=131. Buradap—1=2-5-13 ve p+ 1 = 22 .3 11’e sahibiz.

330 verilmis bir pozitif tamsay1 olsun ve p,, i. asali géstersin. Cin kalan teoremine gére, b = 1
(mod pypy ... py,), b = —1 (mod P, 1Py 2. P2n)) Ve b = —2 (mod Py, 1Ponyia -+ Pan))
olacak gekilde pozitif bir b tamsayis1 vardir. (b, p;ps ... P3,,) = 1’dir ve Dirichlet teoremine
gore, p = Py Ps ... P3,, k + b sayisiin bir asal olmasini saglayan pozitif bir £ tamsayis1 vardir.
Bu durumda

P1P2 Dy [ P—1, Ppi1Ppio-Pan [ D+1, Ve Poyi1Poyio-DPay, | P+ 2

olur, dolayisiyla p — 1, p + 1 ve p + 2 sayilarinin her biri en az n farkli asal bélene sahiptir.
34p,, k. asali géstersin. Pozitif n, s ve m tamsayilan igin, j = 1,2, ..., m olmak iizere

A5 = DPjs—1)n+1Pj(s—1)n+2 - Pjsn

yazalim. 1 <7 < j < m icin (a,, aj) = 1’dir ve Cin kalan teoremine gore, j = 1,2, ..., m icin
x=-j (mod ay)

olacak gekilde pozitif bir z tamsayisi vardir. Béylece j = 1,2,...,m icin a; | 4+ j’ye

sahibiz, bu da z + j sayilarimin (j = 1,2,...,m) her birinin en az n farkhi asal boleni

oldugunu ve bu bélenlerin her birinin en az s. kuvvette goriindigiinii gosterir. Bu nedenle
x+ 1,2+ 2,...,z+ m dizisi gerekli kogullar1 saglar.

35Eger pozitif bir m tamsayis1 igin m! sayis1 bir p asali ile béliiniiyorsa, o zaman p, m! = 1-2-----m,
carpimindaki ¢arpanlardan en az birini bélmelidir, dolayisiyla p < m olmalidir. Boylece, eger
m! sayist n > m olan bir n tamsayisi ile boliiniiyorsa, n bilesik olmalidir. Buradan su sonug
gikar ki, eger bir n > 1 tamsayisi i¢in (n — 1)! sayis1 n veya n + 2 ile boliinebilseydi, o zaman
n veya n + 2 bilesik olurdu. Boylece, kosul gereklidir.
Simdi tek bir n > 1 i¢in (n — 1)! sayisinin n veya n + 2 ile boliinmedigini varsayalim. n ve
n + 2 sayilarinin asal oldugunu gosterecegiz. n = 3 ve n = 5 igin n ve n + 2 sayilar asal
oldugundan n > 7 oldugunu varsaymak yeterlidir. Eger n bilesik olsaydi, n = ab olurdu;
burada a ve b, n’den kiigiik pozitif tamsayilardir, dolayisiyla a < n —1 ve b < n — 1’dir.
Boylece a ve b, (n —1)! =1-2----(n — 1) carpimuinda garpan olarak goriintirdii. a # b
durumunda, varsayimin aksine n = ab | (n — 1)! olurdu. a = b durumunda, n = a? olurdu ve
n tek ve > 1 oldugundan, a > 3 olurdu, bu da n = a? > 3a > 2a anlamina gelir, dolayisiyla
2a < n — 1’dir. Boylece a ve 2a, (n —1)! =1-2--.(n — 1) ¢arpiminda farkh ¢arpanlardur,
dolayisiyla varsayimin aksine n = a? | (n — 1)! olur. Béylece, n bir asaldir.
Eger n + 2 sayis1 bilegik olsaydi, n 4+ 2 = ab olurdu; burada a ve b, 1’den biiyiik tamsayilardir.
n tek oldugundan, a ve b sayilar1 tektir ve bu nedenle > 3’tiir. Ardindan, n > 7 oldugundan,
a < %(n +2) < %(n — 1)’e sahibiz ve 2a < n — 1’e sahibiz. Benzer sekilde 2b < n —1
oldugunu gosteririz. Eger a ve b farkliysa, o zaman 1-2 - (n —1) = (n — 1)! ¢arpiminda
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109. Her m pozitif tam sayisi i¢in basamaklar: toplami 10’dan biiyiik olan bir

asal say1 bulundugunu kanitlayiniz.3%

110. Her n pozitif tam sayisi i¢cin en az m basamagi 0 olan asal sayilar

bulundugunu kanitlayiniz.?”

111. p* sayismm tiim pozitif tam bolenlerinin toplami tam kare olacak sekilde

olan tiim asal sayilar1 bulunuz.?®

112. 2 < s < 10 olmak iizere her s i¢in pozitif tam boélenlerinin toplami bir tam

saymim s. dereceden kuvvetine esit olan asal sayilar1 bulunuz.?”

farkl garpanlar olarak goriintirler, bu da varsayimin aksine n + 2 = ab | (n — 1)! anlamina
gelir. Eger a = b ise, o zaman a ve 2b (n — 1)! ¢arpiminda farkl ¢arpanlardir, dolayisiyla
n+2|2ab| (n—1)!, yine varsayimin aksinedir.

Bu nedenle teoremin kogulu yeterlidir.

36m pozitif bir tam say1 olsun. (10™,10™—1) = 1 oldugunu biliyoruz ve aritmetik dizi teoremine

3

gore, p = 10™k 4+ 10™ — 1 asal olacak sekilde bir k pozitif tam sayisi1 vardir. Acikca, bu
sayinin son m — 1 basamagi 9’a esittir, bu da bu saymin tiim rakamlarinin toplaminin m
oldugunu gosterir.

NOT. A. Makowski, teoremin g > 1 olan keyfi bir gosterim tabani i¢in de gegerli kaldiginmi
fark etmistir; ispat icgin, yukaridaki ispatta 10 sayisini g ile degigtirmek yeterlidir. Bkz.
Sierpinski [31] ve Erdds [8]. Asal say1 artarken, bir asalin rakamlar1 toplaminin sonsuza gidip
gitmedigini bilmiyoruz.

“m pozitif bir tam say1 olsun. (10™*! 1) = 1 oldugundan, aritmetik dizi teoremine gére,

p = 10™*1k + 1 asal olacak sekilde bir k pozitif tam sayis1 vardir. p sayisimin son m
basamag), acikca, m adet sifir ve birdir. Boylece, ondalik sistemdeki p asali en az m adet
sifira sahiptir, ki bu da kamitlanmas: gereken seydi.

NOT. Her m pozitif tam sayisi i¢in, ondalik sistemde tam olarak m adet sifira sahip bir asal
sayimin var olup olmadigini bilmiyoruz. m = 1 igin, bu tiir en kii¢iik asal 101’dir; m = 2 igin
ise 1009’dur.

38Eger p bir asal say1 ise, p*’iin tiim pozitif tamsay1 bélenlerinin toplami 1 + p + p2 + p2 + p*’e

esittir. Eger n pozitif bir tamsay1 olmak iizere 1 4+ p + p? + p3 4+ p* = n? ise, o zaman

agitkca (2p? + p)? < (2n)? < (2p? + p + 2)?’ye sahibiz ve buradan (2n)? = (2p% +p + 1)2
olmasi gerektigi sonucu gikar. Béylece, 4n? = 4p* + 4p3 + 5p% + 2p + Udir ve 4n? =
4(p* + p3 + p? + p + 1) oldugundan, p? — 2p — 3 = 0 elde ederiz, bu da p | 3 anlamina
gelir, dolayisiyla p = 3’tiir. Gergekten de, p = 3 icin 1 + 3 + 32 4 3% 4 3% = 112 elde ederiz.
Dolayisiyla, problemin kogullarini saglayan sadece bir p asali vardir, o da p = 3’tr.

39Bir p asal sayisiin sadece iki pozitif tamsay1 béleni vardir, yani 1 ve p. Béylece, bir p asalinin

tiim pozitif tamsay1 boélenlerinin toplami, bir n pozitif tamsayisinin s. kuvvetine esitse, o
zaman 1+ p = n®’dir, bu da

p:ns—lz(n—l)(’rﬁ*l +n572+.”+1)

anlamina gelir. n > 1’e sahibiz ve s > 2 icin sagdaki ¢arpimin ilk ¢arpani ikincisinden daha
kii¢liktiir. Bu nedenle, bir p asalinin, ilki ikincisinden daha kiig¢iik olan iki pozitif tamsayi
carpanin ¢arpimi seklinde bir gésterimini elde ederiz. Buradan ilk carpanin 1’e esit olmasi
gerektigi sonucu cikar, dolayisiyla n —1 = 1, veya n = 2, ve p = 2° — 1’dir. Bdylece, her
s > 2 tamsayisi i¢in problemin kogullarini saglayan en fazla bir asal say1 vardir ve boyle
bir asal say1 ancak ve ancak 2° — 1 sayis1 asalsa vardir. s = 2 i¢in 3 sayisini; s = 3 igin 7
sayisint; s = 5 icin 31 sayisini; ve s = 7 igin 127 sayisini elde ederiz. s = 4,6, 8 ve 10 igin,
24 -1=3.5,20-1=32.7,22-1=3-5-17ve 2'° —1 = 3.11-31 sayilan bilesik
oldugundan, bu tiir asal sayilar yoktur.
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113. (p—1)! +1 = p™ denkleminin, p > 5 bir asal say1 ve m bir pozitif tam say1
olacak sekilde hicbir ¢oziimiiniin bulunmadiginm kanitlayiniz.*°

114. Bir n < ¢ pozitif tam sayisi i¢in ¢,,, (n — 1)! sayisin1 bélecek gekilde sonsuz
sayida ¢ asal sayisinin bulundugunu kanitlayiniz.*!

115. Her k # 1 igin, 2™ + k sayis1 bilegik olacak gekilde sonsuz sayida n pozitif
tam say1 bulundugunu kanitlayiniz.*?

40p > 5 asallan icin,
2< E <p—1
2
’e sahibiz, bu da
p—1
(p— 1 =2——(p—1)!

anlamina gelir. Eger p > 5 asali ve bir m pozitif tamsayis: icin
(p—DI+1=p™ (1)

olsaydi, o zaman
p—Dl=pm™—1

olurdu ve her iki tarafi p — 1 ile bolersek
p—=1|p™ " +p" P4 tp+1l (2)

elde ederdik.

Ancak, p — 1 | p* — 1, dolaywisiyla k = 0,1,2,... icin p* = 1 (mod p — 1)’dir, bu da
pm 1l +pm24+..4+p+1=m (mod p— 1) anlamima gelir ve (2) goéz éniine alindiginda,
p — 1 | m buluruz, dolayisiyla m > p — 1’dir. Bu nedenle,

pr=pP Tt > (p-1)P > (p—1)!

elde ederiz, dolayisiyla p™ > (p — 1)! + 1 olur, bu da (1) ile gelisir.

41Liouville teoremine gore (bkz. Problem 113), p > 5 bir asal say1 ise, m pozitif tamsayisi
icin (p —1)!+ 1 = p™ olamaz. (p — 1)!+1 > 1 tek sayisinin bu nedenle ¢ # p olan bir
q tek asal boleni vardir ve q | (p — 1)! + 1’den g > p — 1 oldugu sonucu gikar, dolayisiyla
(¢ # p oldugundan) g > p’dir. p keyfi olarak biiyiik olabildiginden, p < g olacak sekilde
q | (p— 1)!'+ 1 kogulunu saglayan sonsuz ¢oklukta ¢ asali vardir; bu da kanitlanmas: istenen
seydi.

42A. Schinzel’in ispatini verecegiz. a keyfi bir pozitif tamsayiy1 gostersin ve k # 1 bir tamsay1
olsun. Ayrica, k — 1 = 2°h diyelim; burada 2°, k — 1’i bolen 2’nin en yiiksek kuvvetidir ve h
pozitif veya negatif bir tek sayidir. 2™ > a — k olacak sekilde bir m pozitif tamsayis1 segelim
ve | > s ve | > m olacak sekilde bir | tamsayis1 belirtelim. Eger 22! +k>22"4+k>a
sayist bilegik olsaydi, istenen bicimde ve > a olan bilegik bir sayiya sahip olurduk. O
halde p = 22 |k sayisinin asal oldugunu varsayalim. [ > s ve kK — 1 = 2°h oldugundan,
p—1=22 4+ k—1=22 425 = 2°h,; elde ederiz; burada h, tektir ve > 0’dir. Euler
teoremine gore 2#("1) = 1 (mod h,)’dir, dolayisiyla (p—1 = 2°h, oldugundan) 25+*(h1) = 23
(mod p — 1)’dir. I > s oldugundan, 2! + ¢(h,) = 2! (mod p — 1) elde ederiz. Fermat
teoreminden

220 L =02 L k=0 (mod p),

elde ederiz ve 2! + ¢(h,) > 2! oldugundan

220 ks 020 | = .

elde ederiz. Béylece, 22"V 4 k sayis1 bilesiktir ve p = 22' + k > 22™ + k > a oldugundan
> a’dir, bu da ispati tamamlar. Bu ispat, £ = 1 i¢in basgarisiz olur ¢iinkii sonsuz ¢oklukta
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116.

117.

118.

Tim 2" + k (n = 1,2,3,...) sayilarn bilegik olacak gekilde sonsuz sayida
k> 0 tam sayisiin bulundugunu kanitlaymiz.*3

Her n = 1,2, ... sayist icin 227+ 4 3,220+l 7 92742 4 13 92741 4 19 ve
22742 4 21 sayilarimin her birinin bilesik oldugunu kanitlayiniz.**

Tim k-2" 4+ 1 (n=1,2,...) sayilan bilegik olacak sekilde sonsuz sayida k

bilesik Fermat sayis1 olup olmadigini bilmiyoruz.
Sunu belirtelim ki, teoremin daha zayif bir versiyonu, yani her k tamsayisi icin 22" + k’nin
bilesik olmasini saglayan en az bir n tamsayisinin var oldugunu ileri siiren versiyon, 1943’te J.
Reiner tarafindan oldukga karmagik bir teoremin 6zel bir durumu olarak elde edilmigtir; bkz
[16]. Teoremimizden bu daha zayif versiyonu elde etmek i¢in (k =1 igin) 22° 41 sayl1sinin
bilesik oldugunu, yani 641 ile boliinebildigini belirtmek yeterlidir.

43Qrnegin, s = 1,2, ... olmak iizere k = 6s — 1 bicimindeki tiim sayilar bu formdadir, ¢iinkii her
n pozitif tamsayis1 icin 22" sayis1 3’e boliindiigiinde 1 kalanini verir, dolayisiyla 22" + k =
22" — 1 4 65 sayis1 3 ile boliinebilir ve > 3’tiir, yani bilesiktir.

44

(a)

n pozitif tamsayisi icin 27! — 1 sayis1 3 ile béliinebilir, dolayisiyla 271 — 2 = 2(2™ — 1)
sayist 6 ile boliinebilir ve k pozitif bir tamsay1 olmak iizere 27! = 6k + 2’ye sahibiz.
Buradan

22" 1 3=(26)F.2243=2243=0 (mod 7)
oldugu

22" 1 3= (26)F.2313=2313=0 (mod 7),
ven = 1,2, .. i¢in 7 | 2271 4 Btiir. 22”7 +3 > 22° 4+ 3 > 7 oldugundan, 22" + 3
bigimindeki sayilar n = 1,2, ... icin bilegiktir.

n pozitif tamsayisi i¢in 24" — 1 = 16™ — 1 = 0 (mod 5)’e sahibiz, bu da 10 | 247+1 — 2
anlamina gelir. Bu nedenle k pozitif bir tamsay1 olmak iizere 247+1 = 10k + 2'dir ve
22" 47 = (210)k .22 4 7 =22 47 = 0 (mod 11)'dir. Béylece 11 | 22" + 7'ye
sahibiz ve 22" 4+ 7 > 22° 4 7 > 11 oldugundan, 22*""" 4 7 bicimindeki sayilarn tiimii
n =1, 2, ... igin bilegiktir.

n pozitif tamsayis1 i¢in 28" = (2%)2" = 1 (mod 15)’e sahibiz, bu da 7 | 25" — 1
ve 28 | 287"*2 — 4 anlamima gelir. Boylece, k pozitif bir tamsayr olmak iizere
28712 — 98k 4 L'tiir. Buradan 22°"77 413 = (228)F .24 1 13 = 16+ 13 = 29 = 0
(mod 29) oldugu, yani 29 | 22°""* 2572 113> 22413 > 29
22"""* 4 13 bi¢imindeki sayilar n = 1,2, ... icin bilegiktir.

+ 13 oldugu sonucu ¢ikar ve 2
oldugundan,

n pozitif tamsayisi igin 21" = (2°%)2" = 1 (mod 11)’e sahibiz, bu da 22 | 2107 — 2
ve k pozitif bir tamsayr olmak iizere 2!°7*! = 22k 4 2 anlamina gelir. Buradan
22" 419 = (222)k.22 419 =44 19 = 0 (mod 23) oldugu ve 23 | 22" 4+ 19 oldugu
sonucu gikar. n = 1,2,... icin 22'”"" + 19 > 23 oldugundan, 22"

tiimii bilegiktir.

+ 19 sayilariin

n pozitif tamsayist igin 26" = (23)2™ = (—1)2" = 1 (mod 9)’a sahibiz, dolaysiyla 9 |
267 — 1°dir ve 36 | 26™+2 — 4’tiir, bu da k pozitif bir tamsay1 olmak iizere 262 = 36k + 4
anlamma gelir. Buradan 22°"7% 421 = (236)k .24 £ 21 = 16 + 21 = 0 (mod 37) oldugu,
dolayisiyla 37 | 22°"* + 21 oldugu sonucu gikar ve n = 1,2, ... igin 22" 4 21 > 37
oldugundan, 229" 4 91 sayilart n = 1, 2, ... i¢in bilesgiktir.

NOT. 22" + k (n = 1,2,...) sayilar1 arasinda sonsuz ¢oklukta asal say1 bulundugunu
kanitlayabilecegimiz bir k tamsayisi bilmiyoruz.
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pozitif tam sayis1 bulundugunu kanitlayimniz.*>

119. Her 2" + k (n = 1,2, ...) sayis1 bilegik olacak gekilde sonsuz sayida k tek
sayisinin bulundugunu kanitlayiniz.

120. k sayisi 2'nin bir kuvveti ise, yeterince biiylik n sayilar: igin tiim k- 2™ + 1
sayilarinin bilesik oldugunu kanitlaymiz.*?

45Bildigimiz gibi, F,, = 22" + 1 sayillar1 n = 0,1,2,3,4 igin asalken, Fy; = 641p saysi,

p > 216+ 1 = F, olan bir asaldir. Ayrica (p, 232 — 1) = 1’e sahibiz, ¢iinkii p | F5 olmasi
(p, F5 — 2) = 1’1 gerektirir. Cin kalan teoremine gore,

k=1 (mod (232 —-1)641) ve k=-1 (modp). (1)

denkliklerini saglayan sonsuz ¢oklukta pozitif k tamsayis1 vardir.

Eger k, (1) denkliklerini saglayan p’den biiyiik bir tamsay: ise, k-2™ +1 (n = 1,2,...)
sayilarinin tiimiintin bilegik oldugunu gosterecegiz.

n sayisy, m ve t tamsayilar:1 > 0 olmak tizere, n = 2™(2¢ + 1) bi¢ciminde temsil edilebilir.
Once m’nin 0, 1,2, 3 veya 4 sayilarindan biri oldugunu varsayalim. (1) géz 6niine alimdiginda,

E-27 +1=22"C"0 11 (mod 232 —-1), (2)

olur ve m = 0,1,2,3,4 icin F,, | 232 — 1 ve F,,, | 22721 11 oldugundan, (2)’ye gore

F, | k-2™ +1 oldugunu elde ederiz. k-2 +1 > p > F, oldugundan (k > p oldugu i¢in),

k- 2™ + 1 sayis1 bilegiktir.

Eger m = 5 ise, (1)’den k- 2" + 1 = 22°21) 1 1 (mod 641) elde ederiz ve 641 | F |

22%(2t+1) 4 oldugundan, 641 | k- 2™ + 1 elde ederiz ve k- 2™ +1 > p > 641 sayis: bilesiktir.

m > 6 durumunu ele almak kaliyor. Bu durumda 26 | n’dir, dolayisiyla h pozitif bir tamsay1

olmak iizere n = 26h’dir ve (1) goz éniine alndiginda k - 2™ + 1 = —22°" 4+ 1 (mod p);

p|2%241]22° —1]22°" —1 oldugundan, p | k-2" + 1 elde ederiz. k-2" +1 >k > p

gercegi goz ontline alindiginda, k - 2™ + 1 sayisi bilegiktir.

Boylece, k- 2™ + 1 sayilari n = 1,2, 3, ... icin bilegiktir, ki bu da kanitlanmas istenen geydi.

(Bkz. [30].)

NOT. Tim k-2" +1 (n =1, 2,...) sayilarinin bilesik oldugu en kiigtik k sayisini bilmiyoruz.
46Oncelikle Problem 118’deki teoremin ispatinda (1) denkliklerine k = 1 (mod 2) denkligini

ekleyebilecegimizi ve bunun asagidaki T teoremine yol agacagini belirtelim: k > p olan sonsuz

coklukta k tek sayisi vardir, éyle ki k-2' +1 (I = 1,2,...) sayilarinin her biri alt1 asal sayidan

en az biri ile boliinebilir

F,,F,,F,,F;,F,, vep (3)

(p > F, olmak iizere). (3)’teki alt1 saymin ¢arpimini @ ile gosterelim. Bu sayilar tek
oldugundan, 2#(@ = 1 (mod Q) ve sonug olarak, g, (3)’teki sayilardan herhangi birini
gdstermek iizere 2?(@) =1 (mod q) olur. n keyfi bir pozitif tamsay1 olsun. T teoremine gore
(I = n(p(Q) — 1) icin), k- 27¢(@~1 1 1 sayis1 (3)’teki sayilardan en az biriyle, diyelim ki
q ile, boliinebilir. Dolayisiyla k- 2™(*@)-1) 1 1 =0 (mod q) olur; buradan 2" ile carparak
k-27*Q 4 27 =0 (mod q) elde ederiz ve 2¢(?) = 1 (mod q) ve sonug olarak 2"%(@) =1
(mod g) oldugundan, k+2™ = 0 (mod q) elde ederiz; k > p oldugundan, k > g ve k+2™ > g
olur; boylece k4 2™ sayist bilesiktir ve 2™ + &k, n = 1, 2, ... sayilarinin tiimiiniin bilesik oldugu
sonsuz ¢oklukta k tek sayisinin var oldugunu gosterdik.

47m pozitif bir tamsay1 olmak {izere k = 2™ olsun ve s > 0 bir tamsay1 ve h tek olmak iizere
m = 2°h olsun. k-2°71 +1 = 2°+1(2"2° 1 1)’e sahibiz, ve n > s icin 2" + k say1s1 tek
bir pozitif tamsayidir. Boylece 25*1 + 1 | k- 2™ + 1 elde ederiz ve n > s oldugundan,
k-2™ +1 > 25! 4 1’e sahibiz ve k- 2™ + 1 sayilar1 n > s igin bilesiktir (giinkii 251 + 1 ile
béliinebilirler). Ozellikle, eger k, 2'nin tek bir {isse sahip bir kuvveti ise, o zaman n = 1, 2, ...
icin tim k- 2™ + 1 sayilar1 3 ile boltnebilir.
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121. Her k < 10 pozitif tam sayisi igin 2™ + k sayisinin bilegik olmasini saglayan
en kiiciik n pozitif tam sayisin1 bulunuz.*®

122. Her k-2" +1 (n = 1,2,...) sayisinn bilegik olmasini saglayan tiim k& < 10
pozitif tam sayilarimi bulunuz.*’

27+ 427 41

3 sayisinin bilegik oldugunu

123. Her n > 1 tam sayis1 igin
kanitlayimiz.>°

124. (2™ + 1)? + 2" geklinde olan sonsuz sayida bilesik say1 bulundugunu
kanitlayimiz.®!

2" +1 sayismi bilesik olacak

52

125. 1 < a < 100 olmak tizere her a tam sayisi igin a
gekilde en az bir n < 6 pozitif tam sayisinin bulundugunu kanitlayiniz.

48k = 1 icin, n = 5’ir, ¢iinkii n = 1,2, 3,4 icin 22" + 1 sayilan asal iken, 641 | 22° 11 ve
22” 4 1 bilesiktir. k = 2 i¢in, n = 1’dir, giinkii 3 | 2-2' + 1. k = 3 i¢in, n = 2dir, ¢iinkii
322 + 1 sayist asal iken, 7| 323 +1 =49. k = 4 igin, n = 2’dir, ¢iinkii 4-2%2+1 =17
bir asal iken, 5 | 4-2% +1. k =5 igin, n = 1'dir, ¢iinkii 3| 5-2 + 1. k = 6 igin, n = 1’dir,
ciinkii 5| 6 -2 + 1. k = 7 icin, n = 3’tiir, ¢iinkii 7-2' +1 =29 ve 7-22 + 1 = 113 asal
iken, 11| 723 + 1. k= 8 igin, n = 1'dir, ¢iinkii 3 | 8 - 2! + 1. k = 9 i¢in, n = 2’dir, ¢iinkii
9.2 +1 =237 asal iken, 5|9-22 + 1. k = 10 i¢in, n = 2’dir, ¢iinkii 10 - 2! + 1 = 41 asal
iken, 710-22 + 1.

49Problem 121’in ¢éziimiinden, k = 1,3,4,7,9 ve 10 sayilarinin gereksinimleri saglamadig:
sonucu ¢ikar. 6 sayisi da 6 - 2% + 1 = 97 bir asal oldugundan gereksinimi saglamaz.

Ote yandan, 2-22" +1, 5-22" +1 ve 822" + 1 sayilar;, n = 1, 2, ... icin 3 ile béliinebildikleri
ve 3’1 agtiklar i¢in tiimii bilesiktir.

NOT. Eger t = 0,1, 2, ... olmak iizere k = 3t + 2 ise, o zaman k-22" +1 (n =1,2,...)
sayilarinin tiimii 3 ile béliinebilir ve bilegiktir.

50%(22%1 + 22" + 1) sayilart n = 1,2,... icin pozitif tamsayilardir. Eger n cift ise, 2™
1 (mod 3)’tiir, dolayisiyla k pozitif bir tamsay1 olmak iizere 2" = 3k + 1’dir ve 22" =
(28)k .2 = 8% .2 = 2 (mod 7)dir, bu da 22" = (22")2 = 4 (mod 7) anlamma gelir.
Buradan 22" 422" +1=44+24+1=0 (mod 7) oldugu sonucu cikar. Eger n tek ise,

" = 2 (mod 3)’tiir, dolayisiyla k > 0 bir tamsay:1 olmak tizere 2™ = 3k + 2’dir. Buradan
22" = 23k+2 — 8k . 4 =4 (mod 7) oldugu, 22" = (22")2 =42 = 2 (mod 7) oldugu sonucu
cikar. Boylece, 22" 422" £1=244+1=0 (mod 7). Sonug olarak, %(22“+1 +22" 1)
sayilar1 n pozitif tamsayisi igin 7 ile béliinebilir ve n > 1 igin > %(223 +22% 4 1)=91>7
olduklarindan, n = 2, 3, ... i¢in bilegiktirler.

XVII. yiizyildan Michael Stiffel’in teoremi ile kargilagtirin; bkz. Elemente der Mathematik, 18
(1963), s. 18.

51Ornegin, n'nin 28k + 1 (k = 1,2,3,...) bigciminde oldugu dizimizin tiim sayilar istenen
ozellige sahiptir. Gergekten de, Fermat teoremine gore 228 = 1 (mod 29)’a sahibiz, bu da
k=1,2,..1¢in 2228 =1 (mod 29) anlamina gelir. Boylece, n = 28k +1 (k =1, 2,...) igin
(22" +1)2+22 =25 +4 =0 (mod 29)’a sahibiz, bu da 29 | (22" + 1)? + 22 anlamina gelir.
k=1,2,..icin, acikca n = 28k + 1 > 29’a sahibiz, bu da (22" 4 1)2 4+ 22 > 29 anlamina
gelir. Boylece, n = 28k+1,k = 1,2, ... i¢in (22" 4+ 1)2 + 22 bicimindeki tiim sayilar bilesiktir.

52Fger a tek ve > 1 ise, a?" + 1 sayilan (gift ve > 1 olduklarindan) (n = 1,2, ... i¢in) bilesiktir;
bu nedenle a’nin ¢ift oldugunu varsayabiliriz. 641 | 22° 4 1% sahibiz, dolayisiyla 641 | 42" 41
ve 641 | 162° +1 de gegerlidir. Ardindan, 17 | 22° +1, 17 [ 42° +1, 17 | 62° +1, 17| 82" + 1,
17 110% 41,17 122" 41, 17 | 14%° +1, 17 | 202" + 1, ..., 17| 222" +1, 17| 242° + 1,
171262 +1, 17282 +1, 17| 302° + 1, 17| 322* + 1 oldugunu kolayca kontrol ederiz.
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126. Ucg tane asal sayimin toplami seklinde gosterilebilen fakat iicten az sayida asal
sayinin toplami seklinde gosterilemeyen sonsuz sayida tek say1 bulundugunu
kanitlayimiz.>

Ornegin, 17 | 282" +1 oldugunu kontrol etmek igin 28 = 11 (mod 17) denkliginden baglariz;
bu, 282 = 121 = 2 (mod 17) anlamina gelir, bu da 28% = 22° = —1 (mod 17) sonucunu
verir ve sonug olarak 17 | 282" 4 1'dir.

Bu formiiller g6z 6nitine alindiginda, kK = 0,1, 2, ... icin hemen gunu elde ederiz

17| (34k +2)2 +1, 17| (34k+4)% +1, 17| (34k+6)% +1,

17| (34k +8)%" +1, 17| (34k+10)%° +1, 17| (34k+12)%° +1,

17 [ (34k+14)%° +1, 17 (34k+20)%° +1, 17| (34k +22)*° +1,

17| (34k +24)2° 41, 17| (34k+26)2" +1, 17| (34k+28)2° +1,
17| (34k +30)%* +1, 17| (34k +32)>* + 1.

5]182 +1 ve 13 | 342 + 1 gergegini kullanarak, 50, 52, 68, 84 ve 86 sayilar1 diginda, a < 100
olan her pozitif tamsay icin a?” + 1’in bilesik olacag: sekilde n < 5 olan bir pozitif tamsaymin
var oldugu sonucunu gikaririz. Ote yandan, 502 +1 = 2501 = 41-61,5 | 522 +1, 5| 682 +1,
257 | 842 +1 ve 13| 862 + 1’dir. Béylece, a < 100 olan her pozitif tamsay1 igin a?" 4+ 1’in
bilesik olacagi sekilde n < 6 olan bir pozitif tamsay1 vardir.
NOT. A. Schinzel, 1 < a < 22" olacak sekilde her a pozitif tamsayisi icin a®" 4 1’in bilesik
olacag: sekilde bir n pozitif tamsayisinin var oldugunu kanitlamigtir; bkz [20].
a > 1 olan her tamsay1 icin a®" + 1’in bilesik olacag1 sekilde bir n pozitif tamsayisinin
var olup olmadigini bilmiyoruz; érnegin, a = 22% sayist i¢in bunu kanitlayamiyoruz. Ote
yandan, n = 22% icin a?” + 1 sayisinin bilesik oldugunu kanitlayabiliriz ve hatta en kiiciik
asal bolenini, yani 3 - 22%%+1 4 14 biliyoruz; bkz. Sierpiniski [37, s. 349, Boliim 6].

535’ten biiyiik her asal say1 actkca k > O bir tam say1 olmak iizere 30k + r formundadir ve r, 1,
7,11, 13, 17, 19, 23 veya 29 sayilarindan biridir. Sonsuz sayida asal oldugundan, bu sekiz r
degerinden en az biri igin k pozitif tam say1 olmak tizere 30k + r formunda sonsuz sayida
asal vardir. Bu nedenle, agagidaki sekiz durumu dikkate almak yeterlidir:
(1) 30k + 1 formunda sonsuz sayida asal vardir. p bunlardan biri olsun ve n =7+ 19 +p
olsun; bu, n = 7+ 19 + 30k + 1 = 3(10k + 9) oldugundan tek bir bilesik say1 olacaktur.
Baylece, n sayisi ti¢ farkli asalin toplamidir (p = 30k + 1, 7 ve 19’dan farkh oldugu i¢in) ve n
iki asalin toplami degildir, ¢iinkii o zaman bunlardan biri ¢ift, yani 2’ye esit olmak zorunda
kalirdi ve n = 30k + 27 = g + 2, yani ¢ = 5(6k + 5) olurdu ki bu imkansizdir.
(2) 30k+7 formunda sonsuz sayida asal vardir. p > 7 bu asallardan biri olsun ve n = 7+13+p
olsun; n = 30k + 27 = 3(10k 4+ 9) oldugundan n tek ve bilegiktir ve p > 37 oldugundan, n
ti¢ farkl asalin toplamina esit olacaktir. n —2 = 30k + 25 = 5(6k + 5) oldugundan, n’nin
gerekli kogullar sagladigini goriiriiz.
(3) 30k+11 formunda sonsuz sayida asal vardir. p > 11 bunlardan biri olsun ve n = 11+13+p
olsun; boylece n tek ve ti¢ farkli asalin toplamina esit olacaktir. n = 30k + 35 = 5(6k+7) ve
n — 2 = 3(30k 4 11) oldugundan, n sayis1 gerekli kogullar1 saglar.
(4) 30k+ 13 formunda sonsuz sayida asal vardir. p bunlardan biri olsun ve n = 3+11+p olsun;
boylece n tek ve ti¢ farkl asalin toplamina esit olacaktir. n = 3(10k+9) ve n—2 = 5(6k+5)
oldugundan, n sayis1 gerekli kosullar1 saglar.
(5) p = 30k + 17 formunda sonsuz sayida asal vardir. p bunlardan biri olsun ve n =3+ 7+p
alalim. n = 3(10k +9) ve n — 2 = 5(6k + 5) oldugundan, n says1 gerekli kogullar saglar.
(6) 30k + 19 formunda sonsuz sayida asal vardir. p bunlardan biri olsun ve n =3+5+p
olsun. Daha 6nce oldugu gibi, n’nin gerekli kosullar1 sagladigini ¢ikaririz.
(7) 30k + 23 formunda sonsuz sayida asal vardir. p bunlardan biri olsun ve n =5+ 7 +p
olsun. n = 5(6k + 7) ve n — 2 = 3(10k + 11) oldugundan, n sayisi gerekli kogullar: saglar.
(8) 30k + 29 formunda sonsuz sayida asal vardir. p bunlardan biri olsun ve n =5+ 31 +p
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127. f(1) =2, f(2) = 3, f(3) = 5 esitliklerini saglayan ve katsayilar1 tam sayilar
olan higbir f(x) polinomunun bulunmadigini ve her m > 1 tam sayisi
igin, p,, = n asal sayilar dizisi tiirese (f(k) = p,(n = 1,2,...)) olacak
sekilde katsayilari rasyonel sayilar olan bir f(z) polinomunun bulundugunu
kanitlayimiz.>*

128. Her n pozitif tam sayisi i¢in f(1) < f(2) < -+ < f(n) sayilar asal olacak
sekilde katsayilari tam sayilar olan bir f(x) polinomu bulundugunu
kanitlayimiz.>?

129. z degiskeninin m farkli degerinde m farkli asal say1 veren ve katsayilar: tam
sayilar olan bir indirgenmez f(x) polinomu bulunuz.*®

130. f(x), derecesi 0’dan biiyiik olan tam say1 katsayili bir polinomsal, sonsuz
sayida p asal sayisi i¢in f(x) = 0 (mod p) denkleminin ¢6ziimiiniin
bulundugunu kanitlayimiz.>”

olsun. n = 5(6k + 13) ve n — 2 = 3(10k + 21) oldugundan, n sayis1 gerekli kogullar1 saglar.
Kanit tamamlanmisgtir. Bkz [28].

SEger f(x), f(1) =2, f(2) = 3, f(3) = 5 olacak sekilde tam say1 katsayili bir polinom olsaydi,
o zaman g(z) = f(x) — 2 g(1) = 0 olacak sekilde tam say1 katsayili bir polinom olurdu
ve g(x) = (x — 1)h(x) olurdu, burada h(x) tam say1 katsayil bir polinomdur. f(3) =5
oldugundan ¢(3) = f(3) —2 = 3 olur, bu da 2h(3) = 3 verir; ancak, h(3) bir tam say1
oldugu icin bu imkansizdir. Simdi m, 1’den biiyiik bir tam say1 olsun ve k = 1,2,...,m
i¢in g, (z) = w olsun. Acgik¢a, g, (z) m — 1 dereceli tam say1 katsayili bir
polinomdur ve k’den farkh her z < m pozitif tam sayis: i¢in g, (z) = 0 iken, g, (k) # 0 olan
bir tam say1 olacaktir. f.(x) = g,(x)/g,(k) olsun; agikca f,(x), k’den farkli her x < m
pozitif tam sayisi i¢in f, (z) = 0 iken f, (k) = 1 olacak sekilde m — 1 mertebesinden rasyonel
katsayili bir polinom olacaktir. f(xz) = p; f1(z)+psfo(x)+ ...+ D, frn (z) koyalim; acik¢a bu
polinom gerekli kogullar: saglayacaktir: f(x) rasyonel katsayilara sahiptir ve k =1,2,...,m
i¢in f(k) = p,, olur.

55J. Browkin’in kaniti. n verilmis bir pozitif tam say1 olsun. k < n pozitif tam sayis1 icin,
t,, pozitif tam sayilarini tiimevarimla géyle tanimlayalim: ¢, = 1 olsun. Bir k < n pozitif
tam sayisi icin ¢,_; sayisini zaten tanimladigimizi varsayalim. Lejeune-Dirichlet teoreminin
6zel durumuna gore, g, = (k— 1)!(n — k)!t,, + 1 sayisinin asal olacagi ve k > 1 durumunda
(k—2)!(n—k+ 1)l¢t,_; + 1 sayisindan biiytuk olacag: sekilde bir ¢, pozitif tam sayis1 vardir
(0! = 1 koyariz). Bdylece, ¢, ¢, ..., q,, sayilari asal olacaktir ve ¢; < g, < ... < g,, olur.
flx)=1+ Z;Zl(—l)?fng olsun. Agikca, f(x) tam say1 katsayih <n —1
mertebesinden bir polinom olacaktir ve f(k) =1+ (k— 1)I(n — k)!t, = g, oldugunu kolayca
kontrol ederiz.

560Ornek olarak, p,’nin k'ninci asali gosterdigi f(z) = [(z — py)(z — py)...(x — p,,,) + 1]z
polinomunu alabiliriz. Burada k=1, 2, ..., m i¢in f(p,) = p, olacaktir.

STEger tam say1 katsayili f(z) polinomunun sabit terimi 0’a esit olsaydi, o zaman f(0) = 0
olurdu ve f(x) = 0(mod p) denkligi her p modiilii igin ¢6ziilebilir olurdu. Bu nedenle, f(x)
polinomunun sabit teriminin a,’a esit oldugunu ve sifir olmadigin varsayalim. f(aqyz) =
ao f1(x) oldugundan, burada f, (z) sabit terimi 1’e esit olan tam say1 katsayil bir polinomdur,
teoremimizi sadece bu tiir polinomlar i¢in kamtlamak yeterlidir. n verilmis bir pozitif tam say1
olsun. Acikca n!| f;(n!)—1 olur, dolayisiyla f(n!) = nlk+ 1, burada k bir tam sayidir. (>0
mertebesinden olan) f;(z) polinomunun mutlak degeri x ile birlikte tiim siirlarin {izerine
¢ikar; bu nedenle yeterince biiyiik n icin | f(n!) |=| nlk+1 |> 1 olacaktir ve n!k + 1 sayisinin
bir p asal boleni vardir. p | nlk + 1 oldugundan p > n olmalidir ve p | f;(n!) oldugundan,
f1(x) = 0(mod p) denkligi p > n olan bir asal modiil i¢in ¢oziilebilirdir. n keyfi oldugundan,
f1(z) = 0(mod p) denkliginin ve dolayisiyla f(z) = 0(mod p) denkliginin sonsuz sayida p
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131. k+1,k+2,...,k+ 10 dizisi maksimum sayida asal say1 igerecek sekilde tiim
k > 0 tam sayilarimi bulunuz.’®

132. k+1,k+ 2,...,k + 100 dizisi maksimum sayida asal say1 icerecek sekilde
tim k£ > 0 tam sayilarim bulunuz.??

133. 25 tane asal say1 iceren tiim 100 ardisik sayidan olusan dizileri bulunuz.%°

asali i¢in ¢oziilebilir oldugunu gikaririz.

58Boyle sadece bir say1 vardir, yani k= 1. O zaman k+ 1,k + 2, ...,k + 10 (1) dizisi beg asal
icerir: 2, 3,5, 7ve 11. k=0 ve k = 2 igin, (1) dizisi dort asal igerir. Eger k > 3 ise, (1) dizisi
3 sayisini igermez; bildigimiz gibi, her ii¢ ardigik tek sayidan biri 3 ile boliinebilir olmalidir.
Buradan (1) dizisinin en az bir tek bilesik say1 igerdigi sonucu ¢ikar. Bunun diginda, (1)
dizisi beg ¢ift say1 igerir, dolayisiyla (k > 2 igin) bu sayilar bilegiktir. Boylece, k > 3 igin,
(1) dizisi en az 6 bilesik say1 igerir ve asal sayilarin sayis1 41 gegemez. NOT. (1) dizisi
k=0,2,10,100, 190, 820 i¢gin dort asal igerir. Bu tiir sonsuz sayida k sayisi olup olmadigini
bilmiyoruz. A. Schinzel’in asallarla ilgili bir varsayimindan ([22]) cevabin olumlu oldugu
sonucu ¢ikar.

59Béyle sadece bir say1 vardir, yani k = 1. Bu deger i¢cin k+1, k+2, ..., k+ 100 (1) dizisi 26 asal
igerir. k = 0,2, 3 veya 4 i¢in, (1) dizisi 25 asal igerir. Bu nedenle, k > 5 oldugunu varsayabiliriz.
(1) dizisi 50 ¢ift say1 igerir, ki k > 1 i¢in bunlarin hepsi bilesiktir. Ardindan, 50 ardigik tek
say1 da igerir ve her ¢ ardigik tek say1 3 ile boliinebilen bir say: igerdiginden, (1) dizisi 3 ile
boliinebilen en az 16 say igerir, ki k > 2 i¢in bunlarin hepsi bilegiktir. Simdi (1) dizisinin 5 ile
boliinebilen ve 3 veya 2 ile béliinmeyen terimlerinin sayisini hesaplayalim. Tim bu sayilar 30t+
r formunda olacaktir, burada t bir tam say1 > 0 ve r, 5 veya 25 sayilarindan biridir. Bu sayilar
sonsuz artan dizide diizenleyelim 5, 25, 35, 55, 65, 85,95,115,125,145,155,175,185, ... (2)
ve u, bu dizinin n’inci terimini gostersin. n = 1,2,.... icin u,,, 4 — u,, < 100 oldugunu
kolayca kontrol ederiz. u,, bu dizinin k’yi agmayan son terimini géstersin. u,, <k <wu, ., <
U, ig < U, +100 < k4100 olacaktir, bu da (1) dizisinin (2) dizisinden en az 6 terim icerdigini
gosterir ve sonug olarak, k > 5 icin 5 ile boliinebilen ancak 2 veya 3 ile boéliinmeyen, dolayisiyla
bilesik olan en az 6 terim igerir. Son olarak, (1) dizisinin 7 ile béliinebilen, ancak 2, 3 veya 5 ile
béliinmeyen terimlerinin sayisini hesaplayalim. Bunlar 210¢+ r formundaki terimler olacaktir,
burada t bir tam say1 > 0 ve r, 7, 49, 77, 91, 119, 133, 161, 203 sayilarindan biridir. Bu
sayilar1 sonsuz artan dizide diizenleyelim 7,49, 77,91,119, 133, 161,203,217, 259, 287, ...
(3) ve v,, bu dizinin n’inci terimini géstersin. n = 1,2, .... igin v,, 5 — v,, < 100 oldugunu
kolayca kontrol ederiz. v,,, v, vy, .. dizisinin k’yi agmayan son terimini gostersin. v,, < k <
Vpyq < Vpag < v, +100 < k+ 100 olacaktir, bu da (1) dizisinin (3) dizisinden en az 3 terim
icerdigini, yani 7 ile boliinebilen ancak 2, 3 veya 5 ile boliinmeyen en az ii¢ say: icerdigini
gosterir. k > 7 i¢in, tiim bu sayilar bilesik olacaktir. Buradan k > 7 igin, (1) dizisinin en az
50+ 16 + 6 + 3 = 75 bilesik say1 icerdigi, dolayisiyla en fazla 25 asal icerdigi sonucu ¢ikar.
k=15 ve k=6 igin, (1) dizisi vy, v; ve v, bilegik sayilarim icerir. (Dizgi hatasi: v,, d5 ve
v, yerine v,, vg ve v, olmall). Boylece, k > 1 igin, (1) dizisi en fazla 25 asal igerir.

60Sadece 6 tane boyle dizi vardir, bunlar 1, 3, 4, 5, 10 ve 11 ile baglayanlardir. Kanit asagidaki
lemmadan gelir: k > 11 igin, k, k+ 1, ..., k+ 99 sayilar1 arasinda 2, 3, 5, 7 veya 11’den birine
béliinebilen en az 76 say1 vardir. Lemmanin kaniti, 2, 3, 5, 7 veya 11 ile boliinebilen tiim
sayilar1 artan bir sonsuz dizi seklinde yazarak elde edilebilir. Bu dizi, eger bir r sayisi dizide
yer aliyorsa, r + 2310 sayisinn da yer almasi 6zelligine sahiptir ve tersi de gegerlidir (¢iinkii
2310=2-3-5-7-11). Boylece, eger ry,7,,..., 7, sayilar1 2, 3, 5, 7 veya 11 ile boliinebilen
< 2310 olan tiim pozitif tam sayilar: gosteriyorsa, o zaman bu tiir tiim sayilar s aritmetik
dizisinde yer alhr: 2310t + r,, burada ¢ = 1,...,s ve t = 0,1,2,.... Bu nedenle, 2, 3, 5, 7
veya 11 ile boliinebilen < 2310 + 100 olan tiim pozitif tam sayilar:1 yazmak ve 1 < k£ < 2310
icin k, k+ 1, ..., k 4+ 99 sayilarinin her yiizliisiinde bu diziden en az 76 say1 oldugunu kontrol
etmek yeterlidir. (1) dizisinin 24 asal igerdigi bu tiir k pozitif tam sayilarindan sadece sonlu
sayida oldugunu kanitlamak daha zor olurdu. Ote yandan, A. Schinzel’e ait asallarla ilgili
belirli bir varsayim ([22]), (1) dizisinin 23 asal igerdigi sonsuz sayida k sayisi oldugunu ima

43



134. 8 tane asal say1 iceren tiim 21 ardisik sayidan olusan dizileri bulunuz.%!

135. p,p+2,p+6,p+ 8, p+ 12,p + 14 sayilarinin her biri asal olacak sekilde
tiim p asal sayilarmi bulunuz.%?

136. Asgagidaki kogullar saglayan sonsuz sayida bir birinden farkli m ve n pozitif
tam say1 ikilisinin bulundugunu kanitlayiniz:%3

(a) m ve n sayilarinin asal bolenleri aynidir;

(b) m+ 1 ve n + 1 sayilarimin asal bolenleri aymidir.

eder.

SILEMMA. Her 21 ardisik pozitif tam sayidan en az 14 tanesi 2, 3 veya 5 sayilarindan biri ile
boliinebilir. KANIT Her ardisik 21 pozitif tam sayida, 2 ile béliinebilen en az 10 tane ve
en az 10 ardigik tek say1 vardir ki bunlardan da en az 3 tanesi 3 ile béliinebilir. Bu nedenle,
her 21 ardigik pozitif tam say1 dizisinde 5 ile boliinebilen ancak 2 veya 3 ile boliinmeyen en
az bir say1 oldugunu gostermek yeterlidir . x’in 30’a boélinmesinden kalani r géstersin; o
zaman x = 30t + r olur, burada t bir tam say1 > 0 ve 0 < r < 30. Eger r < 5 ise, 0 zaman
x < 30t+5 < x+ 20 ve 30t + 5 sayis1 x, x + 1, ..., x + 20 dizisinin 5 ile boliinebilen ancak 2
veya 3 ile bolinmeyen bir terimidir. Eger 5 < r < 25 ise, o zaman z < 30t + 25 < x + 20 ve
30t+25 sayis1 x, x+1, ..., £+ 20 dizisinin 5 ile béliinebilen ancak 2 veya 3 ile béliinmeyen bir
terimidir. Son olarak, eger 25 < r < 30 ise, 0 zaman x < 30t + 35 < x + 20 ve 30t + 35 sayis1
x, ¢+ 1,...,x + 20 dizisinin 5 ile boliinebilen ancak 2 veya 3 ile béliinmeyen bir terimidir.
Bu, lemmanin kanitini1 tamamlar. Lemmamiz, 5’i asan her 21 ardigik pozitif tam sayidan
en az 14’tuniin bilegik say1 oldugunu, dolayisiyla en fazla 7 asal oldugunu hemen ima eder.
xr=1,2ve 3ig¢in, x, x + 1, ..., x + 20 dizisi her biri 8 asal igerirken, x = 4 ve x = 5 i¢in bu
dizi 7 asal igerir. Boylece, x, x + 1, ..., x + 20 dizisi x = 1,2 ve 3 i¢in 8 asal igerir.

62Bgyle sadece bir say1 vardir, yani p = 5. p < 5 i¢in gerekli 6zelligin saglanmadigini kolayca
buluruz. p = 5 i¢in, 5, 7, 11, 13, 17 ve 19 asallarimi elde ederiz. Eger p > 5 ve p = 5k
(k pozitif tam say1) ise, o zaman p bilesiktir. Eger p = 5k + 1 ise, o zaman p + 14, 5 ile
boéliinebilir, dolayisiyla bilesiktir. Eger p = 5k + 2 ise, o zaman p + 8, 5 ile boliinebilir,
dolayisiyla bilesiktir. Eger p = 5k + 3 ise, o zaman 5 | p+ 12 ve p + 12 bilegiktir. Son olarak,
eger p = 5k + 4 ise, o zaman 5 | p + 6 ve p + 6 bilesiktir.

63k > 1 tam say1s1 igin bu tiir ¢iftlerin m = 2* — 2 ve n = 2*(2* — 2) oldugunu kolayca buluruz,
bunlar i¢in m +1=2% —1 ve n + 1 = (2 — 1)2 olur. NOT. P. Erdés bu tiir bagka ciftlerin
varligi hakkinda bir problem ortaya atmigtir; bkz [9, s. 126, problem 60]. A. Makowski bir ¢ift
bulmustur: m = 75 =3-52, n = 1215 = 5-3°, bunlar icin m+1=22.19, n+1 = 26.19.
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5 Diofant Denklemleri

137. 322 — 7y? + 1 = 0 denkleminin pozitif tam sayilarla sonsuz tane ¢éziimiiniin
bulundugunu kanitlayiniz.!

138. 223 + 2y — 7 = 0 denkleminin tiim tam say1 ¢éziimlerini bulunuz ve pozitif
rasyonel sayilarla sonsuz tane ¢éziimiiniin bulundugunu kanitlayiniz.?

139. (z —1)2 + (x + 1)? = y? + 1 denkleminin pozitif tam sayilarla sonsuz tane
¢oziimiiniin bulundugunu kanitlayimiz.

140. z(x+1) = 4y(y+1) denkleminin pozitif tam say1 ¢éztimiiniin bulunmadigini,
fakat pozitif rasyonel sayilarla sonsuz tane ¢oziimiiniin bulundugunu
kanitlayimiz.*

141. p bir asal say1 ve n de bir pozitif tam say1 ise, z(z + 1) = p"y(y + 1)
denkleminin pozitif tam sayilarla hicbir ¢oziimiintin bulunmadigini
kanitlayimiz.®

13(55a + 84b)% — 7(36a + 55b)% = 3a? — 7b? 6zdesligi, eger z = a ve y = b tam sayilar
322 —7y%+1 = 0 denklemini sagliyorsa, o zaman daha biiyiik « = 55a+84b ve y = 36a+55b
tam sayilarinin da ayni denklemi sagladigini ima eder. x = 3 ve y = 2 sayilar1 bu denklemi
sagladigindan, pozitif x, y tam sayilarinda sonsuz sayida ¢oziimii vardir.

22(222% 4+ y) = 7 oldugundan, = sayis1 7’nin bir tam say1 béleni olmahdir, yani 1,7,—1,—7
sayillarindan birine esgit olmalidir. Bu degerleri denkleme yerine koydugumuzda, y icin
5,—97,—9, —99 degerlerini elde ederiz. Boylece, denklemimizin tam sayilarda dort ¢éztimii
vardir, yani (1,5), (7,—97),(=1,—-9), (=7,—99). Simdi n, 5’ten biiyiik keyfi bir tam sayiy1
gostersin ve x = 7/n, y = n — 98/n? olsun. n > 5 oldugundan, n > 6 olur ve x,y rasyonel
ve pozitif olacaktir; 223 + xy — 7 = 0 denklemini sagladiklarini kolayca kontrol ederiz.

SEger z ve y (x —1)2 + (x +1)2 = y2 + 1 (1) denklemini saghyorsa, o zaman (2y + 3z —1)2 +
(2y + 3z + 1) = (3y + 4x)? + 1 oldugunu kolayca goriiriiz . Boylece, (1) denkleminin her
pozitif tam say1 x,y ¢éziimii i¢in, daha biiyiik tam sayilarda bagka bir 2y + 3z, 3y + 4z
¢O6zumi elde ederiz; bu denklemin xz = 2, y = 3 ¢éziimii oldugundan, pozitif tam sayilarda
sonsuz sayida ¢oziimii vardir.

4Eger pozitif tam sayilar x ve y i¢in z(z + 1) = 4y(y + 1) olsaydi, o zaman 3 = [2(2y + 1)]* —
(2x +1)2 = (4y — 2z + 1)(4y + 2z + 3) olurdu, dolayisiyla 3 sayis1, 3'ii agan bir 4y + 2x + 3
pozitif tam sayisi tarafindan béliiniirdii ki bu imkansizdir. Ote yandan, n > 1 tam sayisi icin
T = % ve y = W oldugunda z(z + 1) = 4y(y + 1) oldugunu kolayca goriiriiz.
Ornegin, n = 2 igin ¢ = 5/3, y = 2/3 elde ederiz. Denklemimizin sonsuz sayida rasyonel x, y
¢O6zimi vardir.

5A. Schinzel’in kaniti. p bir asal say1 olsun ve n bir pozitif tam say1 olsun; pozitif x ve y tam
sayilarinin z(z + 1) = p?™y(y + 1) denklemini sagladigim varsayalim. x ve = + 1 aralarinda
asal oldugundan, ya p?" | z ya da p2™ | x + 1 olur ve dolayisiyla her durumda x + 1 > p2™
olur. Ancak, denklemimiz p?™ —1 = [p"(2y+ 1)+ (2z+1)][p"(2y+ 1) — (2z + 1)] denklemine
denktir. Sol taraf ve sagdaki ilk carpan pozitif tam sayilar oldugundan, sagdaki ikinci ¢arpan
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142. Verilen k tam sayist i¢in 22 — 2y? = k denkleminin bir (z,7,) tam say1
cOziimii varsa, x2 — 2y? = —k denkleminin bir tam say1 ¢oziimiinii bulunuz.°

143. Her D tam sayisi icin 22 — Dy? = 22 denkleminin pozitif tam sayilarla sonsuz
7

tane ¢oziiminin bulundugunu kanitlayiniz.

144. D, sifirdan farkli herhangi tam say1 ise, 22 — Dy? = 2? denkleminin,
OBEB(z,y) = 1 olacak gekilde ¢oztimleri olan tam sayilarla sonsuz tane
(2,9, 2) ¢dziimiiniin bulundugunu kantlaymiz.®

145. zy + * + y = 32% denkleminin pozitif tam sayilarla ¢oziimlerinin
bulundugunu ve x < y kosulunu saglayan sayilarla ¢oziimlerinin sonlu
oldugunu kanitlayimniz.’

146. 22 —2y%+48z = 3 denkleminin pozitif tam sayilarla ¢éziimiiniin bulunmadigin
kanitlayimiz.'°

147. y?* —z(z+1)(z+2)(z+3) = 1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éziimlerini
bulunuz.!!

da pozitif bir tam say1 olmalidir. Buradan p?™ — 1 > 2x + 1 sonucu cikar, dolayisiyla
p?™ > 2(x + 1), ki bu da daha énce bulunan = + 1 > p2" iligkisi géz éniine alindiginda
p3™ > 2p2™ verir, bu imkansizdir.

S(x —29)? — 2(x — y)? = — (22 — 2y?) 6zdesligi gbz 6niine alindiginda, t =x — 2y, u=x — y
koymak yeterlidir.

"Kanit, (m2 + Dn?)?2 — D(2mn)? = (m? — Dn?)? 6zdegliginden hemen ¢ikar. Keyfi bir n
pozitif tam sayis1 icin, m? > Dn? olacak sekilde m sayis1 secmek ve £ = m?+4Dn?, y = 2mn,
z =m? — Dn? koymak yeterlidir.

8Eger D tek ise, o zaman k > 1 tam sayisi icin D + 22572 sayisi tektir ve (D + 22872 2F) =1
olur; (D + 22+72)2 — D(2F)2 = (D — 22%72)2 oldugunu kolayca buluruz. $x= D+2"{2k-2} $,
y = 2% 2z =| D — 22%=2 koyabiliriz. Eger D cift ise, o zaman her y > 1 tam sayis1 icin
(%Dy2 +1,y) = 1 olur ve (%Dy2 +1)2 - Dy? = (%Dy2 —1)2 olur ve = =| %Dy2 + 1,
z =| £ Dy? — 1 koyabiliriz.

9Denklemimiz 22° 4+ 1 = (z + 1)(y + 1) denklemine denktir. Fermat sayis: Fy = 22° 4 1 iki
asalin ¢arpimina esit oldugundan, kiiciigii 641 olmak iizere, denklemimizin pozitif x tam
sayilarinda ve y > x olmak tizere sadece bir ¢dziimil vardir, burada & = 640. NOT. Iki
bilinmeyenli ikinci dereceden bazi denklemlerin sadece bir x ve y > x ¢6ziimii oldugunu
bilmemiz ilgingtir, ancak (tamamen teknik nedenlerden dolay1) bu ¢éziimii bulamiyoruz.
Ornegin, zy + = + y + 2 = 2137 denklemi bu durumdadir. Ote yandan, zy + = + y = 22"
denkleminin pozitif tam sayilarda x, y ¢dziimii olup olmadigini bilmiyoruz.

0Fger y cift ise, o zaman 22 = 3 — 8z + 2y? 8¢ boliindiigiinde 3 kalanini verir, bu imkansizdir.
Eger y tek ise, o zaman y = 2k + 1 (k bir tam say1) olur, o zaman 22 = 3 — 8z + 8k2 + 2
(dizgi hatas:: 2 = 3 — 82 + 8k? + 8k + 2 olmali), bu da 8’e béliindigiinde 5 kalanin verir,
ki bu yine imkansizdir ¢iinkii her tek saymin karesi 8’e béliindiigiinde 1 kalanin verir.

Hy keyfi bir pozitif tam say1 olsun. z(x + 1)(z + 2)(z + 3) + 1 = (22 + 3z + 1)? 6zdesligini
kolayca kontrol ederiz, bu da denklemimiz goz éniine alindiginda y = x2 + 3z + 1 anlamina
gelir. Boylece, denklemimizin pozitif tam sayilardaki tiim x, y ¢dztimleri: x - keyfi bir pozitif
tam say1 ve y = 2 + 3z + 1.
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148. 2?2 +y?> + 22 +  + y + 2z = 1 denkleminin tiim rasyonel say1 ¢coziimlerini
bulunuz.!?

149. 4xy — x —y = 22 denkleminin pozitif tam say1 ¢éziimlerinin bulunmadigini
ve negatif tam sayilarla sonsuz tane ¢oziimiiniin bulundugunu kanitlayiniz.'3

150. m pozitif tam say1 olmak iizere D = m? + 1 ise, 22 + Dy? = 1 denkleminin
pozitif tam sayilarla sonsuz tane ¢oziimiiniin bulundugunu kanitlayimiz.*

151. y? = 23 + (z + 4)? denkleminin tiim tam say1 ¢éziimlerini bulunuz.'®

222 + 42+ 22 + 2 +y + z = 1 denkleminin rasyonel ¢dziimii yoktur ciinkii (2x + 1)2 + (2y +

1)2 + (22 + 1)2? = 7 denklemine denk oldugunu kolayca gériiriiz ve 7 sayisi rasyonel sayilarin
ii¢ karesinin toplami olmak zorunda kalirdi. Bunun imkansiz oldugunu gosterecegiz. Aslinda,
eger 7 U¢ rasyonel sayinin karelerinin toplami olsaydi, o zaman ortak payda ile ¢arptiktan
sonra a? + b? + ¢ = 7m? (1) olurdu, burada a, b, ve ¢ tam sayilar ve m pozitif bir tam
sayidir. O zaman, (1)’in a, b, ¢ tam sayilarinda bir ¢éziime sahip oldugu en kiigiik pozitif
tam say1r m var olurdu. Eger m cift olsaydi, m = 2n (n pozitif tam say1), o zaman a, b,
¢ sayilarimn ti¢ii de ¢ift olurdu, dolaywsiyla a = 2a,, b = 2b;, ¢ = 2¢; (burada aq, by, ¢;
tam sayilardir). Bunu (1)’e koyarak, m? = 4n? géz oniine alindiginda a? + b? + ¢? = 7n?
elde ederiz, burada n, m’den kiiciik pozitif bir tam sayidir, bu da m’nin 7m?’nin ¢ tam
sayimin karelerinin toplami oldugu en kiiciik pozitif tam say1 oldugu varsayimina aykiridir.
Béylece, m tektir ve m? 8’e boliindiigiinde 1 kalanini verir. Dolayisiyla, (1)’in sag tarafi 8’e
boliindiigiinde 7 kalanini verir; ancak, bdyle bir sayimin ii¢ tam sayinin karelerinin toplami
olamayacagim biliyoruz.

3Eger pozitif x, y, z tam sayilar1 4zy — ¢ — y = 22 denklemini saglasaydi, (4= — 1)(dy — 1) =
(22)2 4+ 1 olurdu ve 4z — 1 > 3 pozitif tam sayisinin 4k + 3 formunda bir p asal béleni

olurdu. Bu nedenle, (22)2 = —1(mod p) olurdu ve p = 4k + 3 gbz 6niine alindiginda,
(22)P~1 = (22)22F*1) = _1(mod p) olurdu, bu da Fermat teoremine aykiridir. Ote yandan,
n keyfi bir pozitif tam say1 olsun ve = —1, y = —5n2 —2n, z = —5n — 1 olsun. x, y ve z

sayllarmin 4zy — x — y = 22 denklemini sagladigini kolayca kontrol ederiz.

MPozitif tam sayillar m ve D = m? + 1 igin (2m? 4+ 1)2 — D(2m)? = 1 oldugunu kolayca kontrol
edebiliriz. Eger pozitif x ve y tam sayilar i¢in 2 — Dy? = 1 ise, o zaman (z? + Dy?)2 —
D(2zy)? = (22 — Dy?)? ézdesligi gbz oniine alindiginda, x; = 22 + Dy? ve y, = 2zy (x ve
y’den biiyiik pozitif tam sayilar) igin £ — Dy? = 1 olur. Buradan, érnegin, 2 — Dy? = 1
denkleminin D = 2,5,10,17,26, 37,50, 65, 82 igin pozitif x, y tam sayilarinda sonsuz sayida
¢6zimi oldugu sonucu ¢ikar.

1592 = 23 4+ (z +4)? denkleminin iki agik ¢dziimii vardir: £ =0, y =4 ve x = 0, y = —4. Simdi,
A. Schinzel’e ait olan, bu denklemin x # 0 olmak {izere pozitif tam sayilarda x, y ¢dzlimii
olmadigimi gosteren kanit1 verecegiz (bkz [29]). = # 0 pozitif tam sayilarinin ve y’nin denklemi
sagladigini varsayalim. Bu nedenle, 23 = (y —z —4)(y +  + 4) (1) olur. (1) ve = # 0 goz
6ntine alindiginda, y —x — 4 ve y +  + 4 tam sayilar1 # O olur. d = (y—xz—4,y+z+4) (2)
olsun. Eger d’nin tek bir p asal boleni olsaydi, o zaman (1) goz oniine alindiginda p | = olurdu
vep|dve (2)ilep|y—x—4vep|y+x+4olurdy, dolayisiyla p | 2y. p tek oldugundan,
p | y ve p | 4 sonucu ¢ikard: ki bu imkansizdir. Boylece, d’nin tek asal béleni yoktur ve > 0 bir
tam say1 Ussi ile 2'nin bir kuvvetine esit olmalidir. Eger 16 | d olsaydi, o zaman (1) ve (2) ile
28 | 3 olurdu, bu da 23 | z anlamma gelir ve d | (y+x+4)—(y—x—4) = 22+ 8 oldugundan,
16 | 8 olurdu ki bu imkansizdir. Bdéylece, 16, d’yi bolmez. Eger d = 2 olsaydi, o zaman
y—x—4=2m, y+x+4 = 2n olurdu, burada (m,n) = 1. (1) ve (2) goz 6niine alindiginda
2 | z olurdu, dolaywsiyla 2 | y. Ama 2y = 2(m + n), dolayisiyla y = m +n ve 2 | m + n;
(m,n) = 1 goz éniine alindiginda, m ve n sayilarinin ikisi de tek olmahdir. x® = 4mn
oldugundan, 8 | 2 olur (dizgi hatasi: 8 } 3 olmali), bu 2 | = oldugundan imkansizdir (dizgi
hatast: 8 | 2 ise 2 | z olur, ama 3 = 4mn ve m,n tek ise x3/4 tektir, bu da z’in ¢ift olmasimi

gerektirir ancak x3’iin 8’e boliinmesini engeller. & = 2z’ ise 82’3 = 4mn, 22’3 = mn. mn
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152. Her m pozitif tam sayis1 igin % + ¥ 4+ 2 = m denkleminin, z,y, z aralarinda

asal olmak iizere tiim pozitif tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.'6

tek ise bu imkansizdir). Boylece d # 2. Eger d = 4 olsaydi, o zaman y — x — 4 = 4m,
Y+« + 4 = 4n olurdu, burada (m,n) = 1. (1) ile 22 = 16mn olurdu, dolayisiyla 4 | z,
bu da 4 | mn anlamina gelir; boylece, (m,n) = 1 oldugundan, m, n sayilarindan biri 4 ile
boliinebilir ve digeri tek olmalidir. Ancak, 4 | x ve 4 =d | y—x —4 (dizgi hatast: d | y—xz—4
olmali) oldugundan, 4 | y = 2(m +n) olur (dizgi hatasi: y = 2(m+n) degil, y—z—4 = 4m
ved|zised|y—4yani4d | yolmah. y+xz+4=4nved |z ised |y+4yanid |y
olmali. y =2(m +n) ise 4| 2(m + n) yani 2 | m + n olur, bu da m,n’den biri 4’e bolinir
digeri tekse miimkiindiir), bu imkansizdir. Bu nedenle d # 4. 16, d’yi bolmediginden, d #+ 2
ve d # 4 oldugundan ve d, 2’nin bir kuvveti oldugundan, geriye iki durum kalr: d =1
ve d = 8. Eger d = 1 ise, o zaman (1) ve (2)’den y — x — 4 ve y + = + 4 sayilarinin tam
sayilarin kiipleri oldugu sonucu gikar; y —x — 4 = a®, y + = + 4 = b3, bu da (1) gbz 6niine
alindiginda x = ab ve 2z + 8 = b3 — a® anlamina gelir. a = b olamaz ¢iinkii o zaman = = —4
olurdu (dizgi hatasi: 2z +8 =0isex = —4. y—x—4=a3vey+xz+4=0b3vea=1>
isey—r—4=y+r+4yani 22 +8 =0, x = —4. = = ab = a?, a® = —4 imkansiz) ve
y? = 23 + (x +4)? denklemi y? = —43 anlamina gelirdi ki bu imkansizdir. = = ab goz éniine
alindiginda 2ab + 8 = b3 —a® = (b —a)((b — a)? + 3ab) olur. Bu, eger b—a = 1 ise, o
zaman 2ab + 8 = 1 + 3ab, dolayisiyla ab = 7 ve sonug olarak x = 7, y? = 73 + 112 = 464
anlamina gelir ki 464 bir kare olmadigindan bu imkansizdir. Bd&ylece, eger ab > 0 ise, o
zaman b—a > 0 olur ve b — a # 1 goz oniine alindiginda b — a > 2 ve 2ab + 8 > 6ab (dizgi
hatasi: (b—a) > 2 ise (b—a)((b— a)? + 3ab) > 2(4 + 3ab) = 8 + 6ab) elde ederiz. Bu
ab < 2 anlamina gelir (dizgi hatasi: 2ab + 8 > 8 + 6ab ise 4ab < 0 olur, ab > 0 ile celigir),
dolayisiyla ab = 1 ve a = b = 1, ki bu imkansizdir (¢iinkii a = b olamaz). Eger ab < 0
ise, 0 zaman ya a > 0, b < 0, bu da a® — b = a® + (=b)3 > a2 + (—b)? > —2ab sonucunu
verir (dizgi hatasi: a® — b3 degil b3 — a® olmali. b3 —a® = —2ab—8. a > 0,b < 0 ise
a=1,b=—1lolsaz=-1,2(-1)+8=6,b%—a®=—-1—-1=—2,degil. a =1,b=—2 olsa
r=-2,2(-2)+8=4,>-a>=-8—-1=-9. a=2,b=—1olkax=-2,2(-2)+8 =4,
b3 —a3 = —-1-8=-9), a® - b3 = —2ab — 8 < —2ab gergegine aykiridir, ya da a < 0,
b> 0, bu da b® = a® + 2ab + 8 goz 6niine alindiginda b3 < 8 sonucunu verir. Boylece b = 1,
bu da a® + 2a + 7 = 0 verir, ki bu denklemin tam say1 ¢dziimii olmadigindan imkansizdir.
Boylece, ab = 0 olmalidir ve sonug olarak & = 0,  # 0 varsayimina aykiridir. Bu nedenle
d = 1 olamaz ve d = 8 olmalhdir. (2) ile y—x —4 = 8m, y + = + 4 = 8n olur, burada
(m,n) =1 ve (1) goz éniine alindiginda x> = 64mn buluruz. Béylece (x/4) = mn olur,
bu da (m,n) =1 ile m ve n sayilarinin tam sayilarin kiipleri olmasi gerektigi anlamina gelir,
diyelim ki m = a2, n = b3. Béylece /4 = ab ve 2z + 8 = 8(n —m) = 8(b% — a®), bu da
ab+1 = b%— a3 sonucunu verir. Acikga, a = b olamaz ve | a —b |> 1 olmalidir. Eger ab > 0
ise 0 zaman b > a ve b—a > 1 olur, ve ab+ 1 = b3 — a® = (b— a)[(b— a)? + 3ab] > 3ab
(dizgi hatasi: b—a > 1 ise > 1(1+3ab)) oldugundan, 2ab < 1 (dizgi hatasi: ab+1 > 1+3ab
ise 2ab < 0) elde ederiz, bu da ab > 0 varsayimina aykiridir. 4ab = x # 0 oldugundan,
ab<Oolur. |[b—a|>1ve|b®—a®|=|b—al|l(b+a)?—ab|>—ab gbz 6niine alindiginda
ve ayrica (ab < 0 goz 6niine alindiginda) ab+ 1 < —ab (dizgi hatasi: ab+ 1 <| ab |= —ab
olmal) iligkisi oldugundan, ab + 1 = b3 — a® denklemi imkansizdir. Bu, y2 = x3 + (z + 4)?
denkleminin x # 0 tam sayilarinda ve y’de ¢6ziimii olmadig1 gergeginin kanitini tamamlar.
6Denklemimiz, 0’dan farkh ve aralarinda asal x, y, z tam sayilari icin 22z 4+ y%x + 22y = mayz
denklemine denktir. Buradan y | z2z, z | y2z ve = | 2%y sonucu ¢ikar ve (z,y) =1, (z,y) = 1
oldugundan, bu da (z2z,y) = 1 demektir, y | z22’den y = +1 elde ederiz. Benzer sekilde
z = +1 ve x = 4+1 buluruz. Eger x, y, z sayilarinin ii¢ii de ayn igaretliyse, denklemimiz
1+ 1+ 1 = m anlamina gelir, dolayisiyla m = 3 olur. Eger ikisi pozitif biri negatif, ya
da ikisi negatif biri pozitif olsaydi, o zaman denklemimiz (z = +1, y = +1, z = +1 goz
Oniine alindiginda) m’nin negatif olmasin gerektirirdi, ki bu varsayima aykiridir. Boylece,
pozitif m tam sayisi igin, % + % + 2 = m denkleminin aralarinda asal x, y, z tam sayilarinda
¢Ozlimii sadece m = 3 i¢in vardir, ve bu durumda sadece iki ¢oziim vardir: x =y =2z =1 ve
r =y =2z=—1. m +# 3 pozitif tam sayis1 i¢in, denklemimizin 0’dan farkli ve aralarinda asal
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153. % + ¥ = 2 = 1 denkleminin pozitif tam sayilarla ¢6ziimiiniin bulunmadigin

€T
kanitlayiniz. '

154. % + ¥4 = 2 = 2 denkleminin pozitif tam sayilarla ¢oziimiiniin bulunmadigin

kanitlaymiz.!

155. 22 + 32 + 2z = 3 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.'®

156. m =1 ve m = 2 icin 23 + 3 + 2* = mayz denkleminin pozitif tam sayilarla
¢Oztimiiniin bulunmadigim kanitlayiniz ve m = 3 igin tiim pozitif tam say1
coziimlerini bulunuz.?

157. Asagidaki (T}) ve (T,) teoremlerinin denk oldugunu kanitlayiniz:!

X, y, z tam sayilarinda ¢oéziimii yoktur.
y

- 2 =1 elimizde var, dolayisiyla (rasyonel ve pozitif) z/y, y/z ve z/x sayillarinin hepsi

> =

17 x

y< 1 olamaz; eger en az biri > 1 ise, o zaman & + ¥ + 2 > 1 olur ve sol taraf pozitif x, y, z

tam sayilari i¢in = 1 olamaz. NOT. Denklemimizin # 0 tam sayilarda ¢éziimii olmadigim

kamitlamak daha zordur, krs. Cassels [3], Sierpinski [2]; Cassels, Sansone [4].

BLEMMA. Eger a, b, c pozitif, reel ve hepsi esit degilse, o zaman (%b*c)3 > abe. (1) KANIT
a, b, ¢ sayilarinm pozitif oldugunu ve hepsinin esit olmadigim varsayalim. O zaman a = u?,
b = v® ve ¢ = w? olacak sekilde, hepsi esit olmayan pozitif u, v ve w sayilar1 vardir.
u? + 0% +wd —3uvw = (u+v+w)[(u—v)? + (v—w)? + (w—u)?] Szdesligine sahibiz. u, v,
w sayilarinin hepsi egit glmadlglndan, son carpan kesinlikle pozitiftir ve u? +v% + w3 > 3uvw
olur, dolaysiyla (¥=42=+=)3 > 4393w3 olur, ki bu u® = a, v® = b, w? = ¢ goz 6niine
alindiginda (1)’ verir ve lemmanin kanitin1 tamamlar. Simdi x, y, z pozitif tam sayilar olsun.
Eger z/y, y/z ve z/x sayilar: hep esit olsaydi, o zaman pozitif olduklar: ve ¢arpimlar: 1’e
esit oldugu icgin, hepsi 1’e esit olmak zorunda kalird: ve % + £+ £ =3 > 2 olurdu. Béylece,

z
dolayisiyla % + £+ £ > 3 olur. Boylece, x/y + y/z + z/x = 2 denklemi pozitif x, y, z tam
sayilarinda imkansizdir.
YPozitif x, y, z tam sayilarinin denklemimizi sagladigin1 varsayahm. Eger z/y, y/z ve z/z
sayilariin ti¢ii de esit degilse, o zaman Problem 154’iin ¢6ziimiinden % + 2+ £ > 3 oldugu

X, ¥, z sayllarinin hepsi esit degildir ve lemmaya gore [é(% + ¥4 2)8> %42 =1olur,

sonucu ¢ikar. Bu nedenle, x/y = y/z = z/x olmaldir ve denklemimiz bu sayilarin her birinin
1 oldugunu ima eder. Boylece, x = y = z. Bu durumda % +Z+Z2=1+1+1=3olurve
denklemimizin pozitif x, y, z tam sayilarinda sonsuz sayida ¢éziimii vardir; bunlarin hepsi x
igin keyfi bir pozitif tam say1 secip x = y = z alarak elde edilebilir.

20A. Schinzel’in fark ettigi gibi, eger verilen bir m pozitif tam sayis1 icin x, y, z pozitif tam
.. ) 2
sayilart 3 + y3 + 22 = mzyz (1) denklemini saghyorsa, o zaman % + %2 4 SE=m (2)
y 113 y2z o yS 221_ o ZS

2
olur. Gergekten de, %% = - Y2 — T —
7 y?z ryz’' z%x zyz’ x?y TYz
3

olur ve (1) géz éniine alindiginda
z”—yaz Iy:Z =,z = m elde ederiz. Problem 153 ve 154’ten m = 1 ve m = 2 i¢in (1)
denkleminin pozitif x, y, z tam sayilarinda ¢éziimii olmadig: sonucu ¢ikar, Problem 155 ise
m = 3 i¢in (1) denkleminin tek ¢dzlimiiniin 2y = y?z = 22z = n oldugunu ima eder, burada
n bir pozitif tam sayidir. Ancak o zaman, x2y - y?z- 22z = n3, veya (zyz)® = n2 olur, bu
da xyz = n anlamia gelir ve %y = n gbz 6niine alindiginda z/x = 1 veya = = z buluruz;
Ste yandan y2z = n gbz éniine alindiginda x/y = 1 veya & = y buluruz. Boylece z =y = 2
olmalidir. Ancak, eger m = 3 ise, herhangi bir pozitif x tam sayis1 i¢in ve x = y = z alarak
(1) denkleminin bir ¢éziimiini elde ederiz. Boylece, m = 3 i¢in (1) denkleminin pozitif tam
sayilardaki tiim ¢oziimleri, x olarak keyfi bir pozitif tam say1 segerek ve y = z = ¢ alarak
elde edilir.

21T, teoreminin gegerli oldugunu varsayalim. Eger T, teoremi yanls olsaydi, u® + v3 = w
olacak sekilde pozitif u, v ve w tam sayilar1 var olurdu ve = u?v, y = v2w, z = w?u koyarak
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e (Ty): %+ ¥ = 2 denkleminin pozitif tam sayilarla ¢éziimii yoktur.
p y ¢ Y
1 y z T
e (T5,):u® 4+ v3 = w? denkleminin pozitif tam sayilarla ¢oziimii yoktur.
2

158. %—l— 44z +% = 1 denkleminin pozitif tam sayilarla ¢éziimiintin bulundugunu,
fakat sonsuz sayida tam say1 ¢oziimiiniin bulundugunu kanitlayiniz.??

159. % +Y44+ 24 % = m denkleminin, m = 2 ve m = 3 igin pozitif tam sayilarla
¢Oziimiiniin bulunmadigim kamtlayiniz ve m = 4 i¢in tiim pozitif tam say1
coziimlerini bulunuz.?3

160. % + % + % + % = 1 denkleminin, z < y < z < t olmak {izere tiim pozitif tam

coziimlerini bulunuz.?*

2 2 2 2 3 3 3
x Yy _ u‘v viw vt utHvt . w _z : :
st e = w t ety T T on = e T wew — = olurdu, ki bu 7} teoremine aykiridir.
Boylece, T, teoreminin T}, teoremini ima ettigini kamtladik (bu kanit A. Schinzel tarafindan

bulundu). Simdi T} teoreminin yanhs oldugunu varsayalim. O zaman 2+ Y = Z olacak

sekilde pozitif x, y, z tam sayilar1 vardir, dolayisiyla z2z+y?x = 22y. 222 = a, y?>x = b olsun;
o zaman 22y = a +b ve ab(a + b) = (zyz)3 olur. d = (a,b) olsun; bdylece a = da,, b = db,
olur, burada (a,,b,) = 1. Buradan a + b = d(a, +b;) ve a,b,(a, + b,)d® = (zyz)> sonucu
¢ikar. Bu, d® | (zy2)® anlamina gelir, dolayisiyla d | xyz ve xyz = dt (t pozitif tam say1). Bu
nedenle, a, b, (a; +b;) =t olur ve a,, b; ve a; + b, aralarinda asal olduklarindan, a, = u3,
b, = v3, a; +b; = w3 sonucu gikar (u, v, w pozitif tam sayilar). Boylece, u3 + v3 = w3
olur, ki bu T, teoremine aykiridir, bu da T}, teoreminin T teoremini ima ettigini gosterir.
Boylece, T ve T, denktir, ki bu kanitlanmas: gerekendi. NOT. T, teoreminin dogru oldugu
temel yontemlerle kanitlanabilir (kamt zor olsa da); boylece, T; teoremi de dogrudur.

22Eger x, y, 7, t sayilar pozitif tam sayilarsa, o zaman x/y, y/z, 2/t ve t/x sayilari rasyonel
ve pozitiftir; carpimlar1 1’e egittir, bu da hepsinin < 1 olamayacagini ima eder. Ama en
az biri > 1 ise, o zaman toplamlar1 > 1 olur ve ﬁ + ¥4+ 24 % = 1 denklemi saglanamaz.
Boylece, bu denklemin pozitif x, y, z, t tam sayilarinda ¢éziimii olmadigini kanitladik. Simdi
bu denklemin # 0 tam sayilarda sonsuz sayida ¢oziimii oldugunu gosterecegiz. n, 1’den biiyiik
keyfi bir tam say1 olmak iizere, x = —n?, y = n?(n? — 1), z= (n2 —-1)2, t = —n(n? - 1)
sayilarinin bu denklemi sagladigini kontrol etmek yeterlidir.

ZLEMMA. Eger a, b, ¢, d pozitif ve hepsi esit degilse, o zaman (2tttetd)4 > gbed. (1) KANIT
a, b, ¢ ve d’nin pozitif oldugunu ve 6rnegin a # b oldugunu varsayalim. O zaman ya
a+c#b+dyadaa+d=#b+colur, giinkii eger a+c=b+d ve a+d = b+ c olsaydi, o
zaman a —b =d —b = ¢ — d olurdu ve dolayisiyla a — b = 0 olurdu, ki bu a # b varsayimina
aykiridir. Eger, 6rnegin, a + ¢ # b+ d ise, u = a + ¢, v = b+ d olsun; u # v olur, dolayisiyla
(u—wv)2 > 0, buda u? +v? > 2uv verir. Béylece, (u+v)? = u? +v? + 2uv > 4uv. Buradan
(a+b+c+d)? > 4(a+c)(b+d) sonucu gikar ve (a +c)? > 4ac, (b+d)? > 4bd oldugundan,
(a+b+c+d)* >42(a+c)?(b+d)? > 4*abed olur, bu da (1) esitsizligini verir ve lemmanin
kanitin1 tamamlar. Simdi pozitif bir m tam sayis1 i¢in % +E¥4+ 24 % = m denkleminin pozitif
X, ¥, 2, t tam sayilarinda bir ¢6ziimii oldugunu varsayalim. Bu terimlerin ¢arpimi 1’e egittir.
Eger hepsi 1’e esit olsaydi, o zaman m = 4 olurdu. Boylece, eger m, 4’ten kiiciik pozitif bir
tam say1 ise, o zaman x/y, y/z, z/t ve t/x pozitif rasyonel sayilarinin dérdii de esit degildir
ve lemmaya gore [3(£ + 2+ 2+ 1)*> 2. 2. 2. L =lolur,buda £+ %+ 242 >4
anlamina gelir. Béylece, m < 4 pozitif tam sayilar: i¢in denklemimizin pozitif tam say1 x,
y, Z, t ¢bziimi yoktur ve m = 4 i¢in sadece z/y, y/z, z/t ve t/x sayillarinin dérdiniin de
esit oldugu, dolayisiyla 1’e egit oldugu ¢éziimii vardir, bu da * = y = z = t anlamina gelir.
Boylece, m = 4 i¢in, denklemimizin pozitif x, y, z, t tam sayilarinda sonsuz sayida ¢oziimii
vardir ve bunlarin hepsi keyfi pozitif x tam sayisi se¢ilip y = z = t = x koyarak elde edilir.

243 < 4 olmaldir, ciinkii z > 5 icin, x < y < z < t gz éniine alindiginda, %—l— % + % —I—% < % <1
olurdu. Agik¢a, z > 2 de olmalidir. Boylece, sadece ti¢ durumu, yani z = 2, 3 ve 4’i dikkate
almak kalir. Once x = 2 oldugunu varsayalim. Bu durumda % + i + % =1 (1) denklemine
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161. Her s pozitif tam sayis1 igin i

+ ;12 + x% = 1 denkleminin sonlu sayida

pozitif tam say1 ¢coziimiiniin bulundugunu kanitlayiniz.?

sahibiz. y < z <t g6z 6niine alindiginda % > % elde ederiz, bu da y < 6 verir; 6te yandan, (1)

ile % > é olur, dolayisiyla y > 3. Boylece, sadece y = 3,4, 5 veya 6 olabilir. Eger y = 3 ise,
e §+% < % olur, bu z < 12 verir ve % > i oldugundan, z sayis1 sadece 7, 8, 9, 10, 11 veya

162 degerlerini alabilir. z = 7 icin % = 4—12 veya t = 42 olur, bu da denklemimizin x = 2, y = 3,
z =17, t =42 ¢oziimiini verir. z = 8 i¢in % = i veya t = 24 olur, bu da denklemimizin
r=2y=3, z=_8,t =24 ¢ézimiinii verir. z =9 i¢in % = % olur, dolayisiyla ¢t = 18, bu da
denklemimizin x = 2, y =3, z =9, t = 18 ¢6zlimiini verir. z = 10 igin % = 1—15 veya t =15

elde ederiz, bu da denklemimizin = 2, y = 3, z = 10, t = 15 ¢6ziimiini verir. z = 11 i¢in
1

= 6—56 olur, bu t’'nin tam say1 degerine yol agmaz ve denklemimizin tam say1 ¢éziimii yoktur.

z =12 i¢in % = %2 veya t = 12 olur, bu da denklemimizin © =2, y =3, 2 =12, t = 12
¢oziimiinii verir. Eger y =4 ise, 1 = L + 1 < 2 olur, dolayisiyla z < 8 ve + > I oldugundan
z > 4, z says1 sadece 5, 6, 7 veya 8 degerlerini alabilir. z =5 igin % = % veya t = 20 olur,
bu da denklemimizin x = 2, y =4, z = 5, t = 20 ¢6ziimiinii verir. z = 6 i¢in % = 1—12 veya
t = 12 olur, bu da denklemimizin x = 2, y =4, z = 6, t = 12 ¢ézlimiini verir. z = 7 igin
% = % olur, bu t’nin tam say1 degerine yol agmaz ve denklemimizin tam say1 ¢éziimii yoktur.
z = 8 i¢in % = % veya t = 8 olur, bu da denklemimizin x = 2, y =4, z = 8, t = 8 ¢bziimiinii
verir. Eger y =5 ise, 5 = 1 + 1 < 2 veya z < 22, yani z < 6 olur, dolayisiyla z > y = 5
oldugundan, z'nin sadece 5 veya 6 degerlerini alabilecegini goriiriiz. z =5 igin % = % veya

t = 10 olur, bu da denklemimizin x = 2, y = 5, z = 5, t = 10 ¢6ziiminii verir. z = 6 igin
1 = 3 olur, bu t’nin tam say1 degerine yol agmaz ve denklemimizin ¢oziimii yoktur. Eger
y = 6 ise, % = % + % < % olur, bu z < 6 verir ve z > y = 6 oldugundan z = 6 olmalidir ve
sonug olarak t = 6, buda x =2, y =6, 2 =6, t = 6 ¢oziimiine yol acar. = 2 durumunun
degerlendirmesini tamamladik, (1) denkleminin y < z < ¢ olmak {izere sadece 10 pozitif tam
sayly, z, t ¢coziimii oldugunu gosterdik, yani 3, 7, 42; 3, 8, 24; 3, 9, 18; 3, 10, 15; 3, 12, 12;
4,5, 20; 4, 6, 12; 4, 8, 8 5, 5, 10 ve 6, 6, 6. Simdi x = 3 oldugunu varsayalim. O zaman
i—o— L+ 1 = 2 denklemine sahibiz ve y < z < t ile % > 2 veya y < 3 elde ederiz, buda y < 4
anlamina gelir. 3 = z < y oldugundan, y i¢in olas1 degerler 3 ve 4’tiir. Eger y = 3 ise, o
zaman i + % = %, bu da % > % veya z < 6 anlamina gelir ve i < % veya z > 3 oldugundan,
z icin olas: degerler sadece 4, 5 ve 6’dir. z =4 icin ¢t = 12 olur, bu da denklemimizin x = 3,
y=3,z=4,t =12 ¢ozlimiini verir. z = 5 i¢in ¢ = 15/2 elde ederiz, bu da x, y, z, t
tam sayilarinda bir ¢éziime yol agmaz. z = 6 igin t = 6 elde ederiz, bu da denklemimizin
x=3,y=3,2=6,t=06 ¢oziimiinii verir. Eger y =4 ise, - + + = 5 < 2 olur, bu
z < 25—4 < 5 anlamina gelir ve z > y = 4 oldugundan z = 4 olmalidir ve sonug olarak ¢ = 6,
bu da denklemimizin z = 3, y = 4, z = 4, t = 6 ¢bzimiini verir. Simdi z = 4 oldugunu
varsayalm. O zaman § + 7 + ¢ = § denklemine sahibiz, buda y < z < tile § < 2 veya
y < 4 anlamina gelir ve y > x = 4 oldugundan, sadece y = 4 olabilir. Bu % + % = % < %
veya z < 4’e yol acar ve z > y = 4 oldugundan z = 4 olmahdir. Bu da t = 4 anlamina gelir
vex =4,y=4, z=4, t = 4 ¢b6ziimilni elde ederiz. Boylece tiim olas1 durumlar: tiikettik,
bu da denklemimizin x < y < z < t olmak iizere 14 pozitif tam say1 x, y, z, t ¢bztimii oldugu
sonucuna gotirir, yani 2, 3, 7, 42; 2, 3, 8, 24; 2, 3, 9, 18; 2, 3, 10, 15; 2, 3, 12, 12; 2, 4, 5,
24;2,4,6,12; 2,4, 8,8; 2,5, 5,10; 2, 6, 6, 6; 3, 3,4, 12; 3, 3,6, 6; 3,4, 4, 6; ve 4, 4, 4, 4.
NOT. Ele alinan denklemler diizlemin diizgiin ¢okgenlerle kaplanmasi problemiyle baglantili
olarak ortaya gikar; bkz [25, s. 31 ve devami].
25Her pozitif s tam sayis1 icin denklemimizin pozitif tam sayilarda en az bir ¢éziimii vardir, yani
T, =xy = ...=x, = s. Her pozitif s tam sayis1 i¢in denklemimizin sadece sonlu sayida
¢6ziimi oldugunu kanitlamak icin, daha genel bir teoremi kanitlayacagiz; her rasyonel w ve
her pozitif s tam sayisi igin z% + %2 + ...+ i = w denkleminin pozitif z,,z,,...,x, tam
sayilarinda sonlu sayida ¢oziimii oldugunu ileri siiren teoremi. Kanit, s’ye gore tiimevarimla
ilerleyecektir. Teorem s = 1 icin agiktir. Simdi s herhangi bir pozitif tam say1 olsun ve

teoremin s sayisi icin dogru oldugunu varsayalim. Pozitif x,, x,,...,x, x,,,; tam sayilarinin
3%1 + %2 + ...+ % + 3 L T =u (1) denklemini sagladigini varsayalim, burada u verilmis bir
s s+
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162. Her s > 2 tam say1s1 i¢in :7 + =+ + 7 = 1 denkleminin z; < xy <
- < x4 esitsizliklerini saglayan blr posz tam say1 ¢Ozlimiiniin bulundugunu
kamtlaylmz. Bu coziimlerin sayisin I, ile gosterirsek, s = 3,4, ... icin

I, > I, oldugunu gosteriniz.?®

163. s, 2’den farkl pozitif tam say1 ise, — i + i + -+ i = 1 denkleminin tiggen

sayilar ile (yani t,, = n{ ”H) §ekhnde olan sayilar) ¢oztimiiniin bulundugunu
kanitlayimiz.?”
164. —+ + + tQ = 1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.?®

rasyonel sayidir, agikca pozitiftir. x; <z, < ... <z, <z, oldugunu varsayabiliriz. (1)’den
(s+1)/x; > u oldugu sonucu ¢ikar, bu da x; < (s+ 1)/u anlamina gelir; béylece, =, sayis
sadece sonlu sayida pozitif tam say1 degeri alabilir. Simdi :cl olarak bu degerlerden herhangi
birini alalim; o zaman geri kalan s say1 €4, T3, ..., , T 1, = = + + + +o— ST u— z%
(2) denklemini saglayacaktir, burada, verilmis bir x; i¢in, sag taraf rasyoneldlr Sonug olarak,
teoremimizin s sayisi igin dogrulugunun tiimevarim varsayimina gore, bu denklemin pozitif
Ty, Tg,...,T,, Ty, tam sayllarnda sonlu > 0 sayida ¢éziimii oldugu sonucu cikar. x, sadece
sonlu sayida deger alabildiginden, teorem s + 1 sayisi i¢in de gecgerlidir. Bu kanit1 tamamlar.
s = 3 igin denklemimizin artan pozitif tam sayilarda bir ¢éziimii oldugunu kolayca kontrol
ederiz, yani x; = 2, x5 = 3, x5 = 6. Eger bir s > 3 tam sayis1 i¢in x; < z, < ... < x,
pozitif tam sayilar1 denklemimizi sagliyorsa, o zaman s > 3 g6z 6niine alindiginda x; > 1 ve
2 <2z, <2z, < ... <2z, olur; boylece t; =2, t, =2z, t3 =2x,,...,t, = 2acs l7t5+l =
2z sayilar1 artan bir pozitif tam say1 dizisi olugturur ve ﬁ + i + ...+ + =1

26

t+1

(1) denklemini saglar. Bu sekilde, (1) denkleminin artan pozitif tl,t2,. ,ts,ts+1 tam
sayilarinda 1 ¢oziimiinii elde ederiz ve sonug olarak [, , > [,. Bdylece, her s > 3 tam sayisi
icin w% + 3%2 + ...+ % = 1 denkleminin artan pozitif x,,x,, ..., z, tam sayilarinda en az

bir ¢éziimi vardir. s=3 i¢in, denklemin artan pozitif tam sayilarda sadece bir ¢6ziimii
vardir, ¢linki asl > 1 olmalidir, dolayisiyla &, > 2 ve eger =, > 3 olsaydi, x4 > 4, x5 > 5
olurdu, ki bu = + 2=+ L <141+ %<1 oldugundan imkansizdir. Bu nedenle, z; = 2

Tl Ta
olmalidir, bu da ?2 + L = 1 verir. z, > z; = 2 olmahdur, eger x, = 3 ise 3 = 6 olur.
Eger x, > 4 ise 3 > 5 olur. Bu nedenle 5171 = 2 xQ = 3 dolayisiyla x5 = 6 ve sonug
olarak I; = 1. Ote yandan, I, > 1 giinkii - + L + - + 7~ = 1 denkleminin pozitif tam

x

sayilarda 2, 3, 7, 42 ve 2, 3, 8, 24 ¢Oziimleri 1(ve ayrlca bagka (;oziimleri) vardir. Bu nedenle
s > 4 oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda I— + =4+ ...+ —1 = 1 denkleminin artan
pozitif x; < x4, < ... < x,_, tam sayilarinda en az b1r ¢Ozliimii vardir ve o zaman t; = 2,
t, =3, t; = 6xq, t4 =6x,,...,t,,, = 6x,_; sayilar artan pozitif tam sayilar olacak ve (1)
denklemini saglayacaktir. Bu ¢6ziim, daha 6nce elde edilen [, ¢6ziimiin her birinden farkh
olacaktir, ¢iinkii orada tiim sayilar ¢iftti, burada ise 3 sayis1 tektir. Boylece, I,,; > 1, +1
olur, dolaysiyla s > 3 i¢in [, >, ki bu kanitlanmas: gerekendi.

¢, = n(n+ 1)/2 n’inci tiggensel sayiy1 gostersin. Kolayca kontrol ederiz ki i =1, ng +— =
1, E totngTn T = 1. Boylece, s'nin > 5 bir tam say1 oldug”gunu varsaymak yeterhd1r.
Eger s tek ise, yam s =2k —1 (k bir tam say1 > 3), o zaman T +E 4.+ tk -+ ’ftzl =
sttt T e —2[(7—§)+(§—i)+...+(ﬁ—fﬂ+7 1 olur ve sol

taraf (k—2) + (k+ 1) = 2k — 1 = s tliggensel saymmn terslerinin toplamdir. Eger s ¢ift
ise, yani s = 2k (k bir tam say1 > 3) o zaman k = 3 durumunda 6/t; = 1 olur, k > 3
durumundalsetf-ﬁ—f-i-f-i- —f—tk1 %Z%—i—%ﬁ—%—i—...—&—ﬁ—&—%:lvesol
taraf (k—1) + (k: + 1) = 2k = s liggensel sayin terslerinin toplamidir.

28 Acikca, denklemimizi saglayan pozitif x, v, 2, t tam sayilarindan hicbiri 1 olamaz. Hicbiri > 3

de olamaz, ¢ilinkii eger érnegin x > 3 ise, o zaman y > 2, z > 2, t > 2 ile ﬁ + y—lg + 712 + t% <

é + % = % < 1 olurdu; bu imkansizdir. Béylece, + = y = z = t = 2 olmalidir, ki bu
denklemimizin pozitif tam sayilardaki tek ¢oziimiidiir.
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165. L + L +...4 L =1 denkleminin en az bir pozitif tam say1 ¢éziimiiniin
T, Tq T,
bulunmasini saglayan tiim s pozitif tam sayilarini bulunuz.?’

166. 12 sayismin sonlu sayida artan pozitif tam saymin karelerinin terslerinin
toplami seklinde gosteriniz.??

167. Her m pozitif tam sayisi ve tiim yeterince biiylik s pozitif tam sayilar: i¢in
m% + é + o+ g%m = 1 denkleminin en az bir pozitif tam say1 ¢oziimiiniin
1 s

bulundugunu kanitlayiniz.?!

2Bunlar 1, 4 ve tiim s > 6 tam sayilaridir. s = 1 i¢in, ; = 1 agik bir ¢dziimiimiiz var. s = 2
ve s = 3 igin, denklemimizin pozitif tam sayilarda ¢6ziimii yoktur, ¢iinkii bu sayilar > 1,
dolayisiyla > 2 olmak zorunda kalirdi, oysa bu tiir x,, 5, x4 sayilari i¢in ﬁ +ﬁ < %Jr% <1

1 2

1 1 1 3 .. v e e ..

e ?er?ng?g <4 <lolur. s=4ign, z, =, = x3 = T, = 2 ¢dzlimiimiiz var. s =5 igin,
denklemimizin pozitif tam sayilarda ¢ozimii yoktur. Aslinda, eger x, < x5, < x5 < x, < xj
sayilar1 denklemimizi saglasaydi, ; > 2 olurdu ve x; < 3 olurdu, ¢iinkii ; > 3 durumunda

L+.+4< g < 1 olur. Bu nedenle ; = 2 olmalidir ve sonug olarak, %+i+i+i = §

.’1)1 1’5

olur, bu da 4/x2 > 3/4 yani 2 < 16/3 < 6 anlamina gelir. =, < 3 oldugundan Ty = 2,

buda & + L + 4 = % verir. Buradan x5 < 3 sonucu ¢ikar. 3 < 3 oldugundan x4 = 2,
IS 1)4 51)5

bu da a:ii + Iig = i verir. ¢, > 2 ve x5 > 2 oldugundan z, = 2, x5 = 2 olmahdir. s =6
icin, denklemimizin z, = x, = T3 = 2, x, = 5 = 3, ¥4 = 6 ¢ozliml vardir. s = 7 icin,
denklemimizin z, = x, = 3 = 2, x4, = T5 = T4 = T, = 4 ¢Oziimii vardir. s = 8 icin,
denklemimizin 1 = x5 =23 =2, z, =25 =3, x4 =7, T, = 14, x5 = 21 ¢ozlimii vardir.
Simdi, bir pozitif s tam saysi icin L + % + ...+ é = 1 denkleminin pozitif ty,...,t, tam

7
sayilarinda ¢éziimii oldugunu varsayalim. 1/t = 4/(2t,)? oldugundan, 2 + gt 2 =1
Ts+3
denkleminin pozitif ©, =t,, x4 =ty,..., 2, | =t, |, T, =T, = l’s+2 = :1:8+3 = 2t, tam

sayilarinda bir ¢6ztimii vardir. Boylece, eger denklemimiz bir pozitif s tam sayisi igin pozitif
tam sayilarda ¢oziilebilirse, o zaman s+ 3 i¢in de ¢oziilebilirdir ve s = 6, 7 ve 8 i¢in ¢oziilebilir
oldugundan, her s > 6 tam sayisi i¢in (ve ek olarak s = 1 ve s = 4 i¢in) ¢oziilebilirdir. NOT.
Bir rasyonel r sayisinin, artan bir dogal say1 dizisinin karelerinin terslerinin sonlu bir toplami
olarak temsil edilebilmesinin ancak ve ancak 0 < r < éw2 —1lveyal <r< %772 olmasi
gerektigi kanitlanabilir. Bkz [36, teorem 5].
S 312 + 2 + & + &+ gz + 2 + 57 + 517 + 362 + 132 + 5oz Bu esitligi kontrol
etmek igin 72 + 42 + 212 = é ve —5 + 602 = 3—(132 oldugunu not etmek ve sonra tiim kesirleri
ortak payda 362’ye indirgemek gereklr NOT. 1/2 sayisinin pozitif tam sayilarin terslerinin
karelerinin on ikiden az toplami olarak temsil edilip edilemeyecegini bilmiyorum.
m verilmis bir pozitif tam say1 olsun. s = 2™ igin, denklemimizin pozitif x; = z, = ... =
z, = 2 tam sayilarinda bir ¢dziimii vardir. Simdi a verilmis bir pozitif tam say1 olsun ve
denklemimizin s pozitif tam sayisi i¢in pozitif tam sayilarda ¢oziilebilir oldugunu varsayalim.

Boylece, t—;” + é et # = 1 olacak sekilde pozitif t,, t,, ..., t, tam sayilar1 vardir ve

31

1/t™ = a™/(at,)™ oldugundan x, = tl, Ty =g,y Ty q =l q, Ty =Ty = ... =
Lgigm_1 = a’ts 1§11’l

xm m + ...+ ﬁ = 1 olacaktir. Boylece, eger denklemimiz b1r
pozitif s tam sayisi igin posz tam sayilarda ¢oziilebilirse, o zaman s + a™ — 1 igin ve daha
genel olarak s + (a™ — 1)k igin (k keyfi pozitif tam say1) pozitif tam sayilarda ¢oziilebilirdir.
a =2vea=2"—1alarak (s = 2" i¢in) denklemimizin s = 2™+ (2™ —1)k+[(2™—1)"—1]l
(burada k ve I keyfi pozitif tam sayilardir) formundaki her s igin pozitif tam sayilarda bir
¢oziimi oldugunu goriiriiz. 2™ — 1 ve (2™ — 1)™ — 1 sayilar1 agik¢a aralarinda asaldir.
Sierpinski [37, s. 29, Sonug 2]’de kanitlanan teoreme gore, her yeterince bilyiik pozitif tam
saymm (2™ — 1)k + [(2™ — 1)™ — 1] formunda oldugu (burada k ve [ pozitif tam sayilardir)
sonucu ¢ikar. Bu, her yeterince biiyiik pozitif tam saymm 2" + (2™ — 1)k + (2" —1)™ —1]I
formunda oldugunu, dolayisiyla bu tiir her tam say1 i¢in denklemimizin pozitif tam sayilarda
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168. Her s pozitif tam sayisi i¢in

R RN
33% :c% 3 $§+1

denkleminin sonsuz sayida pozitif tam sayr ¢oziiminiin bulundugunu
kanitlayimiz.3?

169. Her s > 3 pozitif tam sayisi icin

NS IR
3 x3 xiH

denkleminin sonsuz sayida pozitif tam sayir ¢oziiminin bulundugunu
kanitlayimiz.33

170. z +y + 2z = 3 ve 22 + y> + 2> = 3 denklemler sisteminin tiim tam say1
coziimlerini bulunuz.?*

¢Ozilebilir oldugunu ima eder.

32Agikga, denklemimizin her pozitif s tam sayisi igin pozitif x,, x5, ..., z, tam sayilarinda en
az bir ¢6ziimii oldugunu gostermek yeterlidir, ¢iinkii boyle her ¢éziim pozitif bir tam say1
ile garpildiginda yine bir ¢éziim olur. s = 1 icin, x; = x, = 1 agik bir ¢6ziimiimiiz var.
s = 2 i¢in, l—éQ + # = ﬁ g('jziimlﬁmﬁz var. Simdi s keyfi bir pozitif tam say1 olsun ve

denklemimizin %2 + %2 +...+ %2 = pozitif tam sayilarda bir ¢éziimii oldugunu varsayalim.
1 2 8 s+1

(12,51“)2 = (15t1+1)2 + (20t1+1)2 oldugundan, z, = 12t;, (i = 1,...,s — 1 i¢in), =, = 15t,,
x ., =20t,, x o, =12t pozitif tam sayilar I% + Iig + ...+ zig + z%l = a:§1+2 denklemini

saglar ve kanit tiimevarimla devam eder.
33Her s > 3 tam sayisi i¢in denklemimizin pozitif z,, z,, ..., z,, z,,; tam sayilarinda en az bir
¢Oziimi oldugunu kanitlamak yeterlidir. s = 3 igin, 1—;3 + % + # = 1—(1)3 ¢Ozimii vardir
(bu, 3% + 43 + 53 = 63 esitliginin her iki tarafin1 602 ile bélerek elde edilebilir), s = 4 igin ise
(5~7'113)3 + (5'121-13)3 + (7-121-13)3 + (5-7411213)3 = (547}12)3 ¢Oziimiinii elde ederiz (bu, 1% + 5% +
73 + 123 = 133. Simdi s, > 3 verilmig bir tam sayiy1 géstersin ve denklemimizin bu s degeri

igin pozitif tam sayilarda bir ¢éziimii oldugunu varsayalim. Bdoylece, t% + %3 + ...+ %3 =
1 2 5

o
olacak sekilde pozitif t,,t,, ..., t,, t,,, tam sayilar vardir. z; = 10t; (¢ =1,2,...,s—1 icin)
vex, =12t ,x , =156t , x ., = 20t,, x5 = 10t  , koyarak, Ly L+ =1

L1 ] Ts42 Ts43

elde ederiz, dolayisiyla eger denklemimiz bir s igin pozitif tam sayilarda ¢oziilebilirse, s + 2
icin de ¢oziilebilirdir. s = 3 ve s = 4 i¢in ¢oziilebilir oldugundan, her s > 3 i¢in ¢6ziilebilir
oldugu sonucuna variriz, ki bu kanitlanmas: gerekendi. NOT. s = 2 i¢in denklemimizin
pozitif tam sayilarda ¢6ziimii olmadigl temel yontemlerle kanitlanabilir ancak kanit zordur.
34A. Schinzel tarafindan bulunan ¢éziim. (z+y+2)%— (22 +y3+23) = 3(z+y)(z+2)(y+2) (1)
dzdegligine sahibiz. Béylece, eger x, y ve z, T +y+2z = 3 ve 3 +1y3+23 = 3 olacak sekilde tam
sayilarsa, o zaman (1) ile 24 = 3(z+y)(z+ 2)(y+2) 8= (x+y)(x+2)(y+2) = (3—x)(3—
y)(3—2) (2) elde ederiz ve x +y+ z = 3 goz 6niine alindiginda 6 = (3—z)+ (3—y)+(3—2) (3)
olur. (3) iligkisi, 3—x, 3—y, 3 — z sayilarinin ya tigiiniin de ¢ift oldugunu ya da sadece birinin
cift oldugunu ima eder. ik durumda, (2) gbz 6niine alindiginda, bu sayilarin hepsi mutlak
deger olarak 2’ye esittir; boylece, (3) ile, 2’ye esittirler ve o zaman z = y = z = 1. Ikinci
durumda, (2) géz oniine alindiginda, 3 — x, 3 —y, 3 — z sayilarindan biri mutlak deger olarak
8’e esittir ve geri kalanlar mutlak deger olarak 1’e esittir; boylece, (3) gbz 6niine alindiginda,
biri 8’e esittir ve geri kalanlar —1’e egittir. Buax = -5, y=2=4, veyax =y =4, z = =5,
veya son olarak x = 4, y = —5, z = 4 verir. Boylece, denklem sistemimizin sadece dort
tam say1 ¢oziimi vardir, yani x,y,z = 1,1,1;—5,4,4;4,—5,4;4,4,—5. Bkz Problem E
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171. Hangi n pozitif tam sayilari i¢in 3z + 5y = n denkleminin en az bir tane
pozitif tam say1 ¢6ziimii bulundugunu aragtirin ve n sonsuzluga gittiginde

bu ¢dziim sayisinin da sonsuzluga gittigini kanitlayiniz.?®
172. n* + nY = n® denkleminin tiim n,z,y,z pozitif tam say1 ¢oziimlerini
bulunuz. 3

173. Her (m,n) pozitif tam say1 ikilisi i¢in tek bir x = n,z = m pozitif tam say1
¢O6zUmi olan, a,b, ¢ tam sayilar olmak tizere bir ax 4+ by = ¢ denkleminin
bulundugunu kanitlayimiz.?”

1355, The American Mathematical Monthly, 69 (1962), 1009. NOT. z3 + y3 + 23 = 3
denkleminin yukarida verilen dérdi diginda z,y, z tam sayilarinda bagka ¢éziimleri olup
olmadigini bilmiyoruz.

35Acikca n > 8 olmalidir. Eger n = 3k (k, > 5 bir tam say1) ise, o zaman x = k — 5, y = 3 igin
3z 45y = n olur. Eger n = 3k+1 (k, > 3 bir tam say1) ise, o zaman x = k— 3 ve y = 2 i¢in
3z 4+ 5y = n olur. Son olarak, eger n = 3k + 2 (k, > 1 bir tam say1) ise, o zaman © = k — 1,
y =1 igin 3z + 5y = n olur. Buradan, n > 15 olan her n i¢in denklemimizin en az bir pozitif
tam say1 x, y ¢oztimi oldugu sonucu c¢ikar. Geriye 8, 9, 10, 12 ve 15 sayilarini incelemek
kalir. n =8 i¢in, x = 1, y = 1 ¢6zlimlimiiz var. n =9, 12 ve 15 i¢in, denklemimizin ¢éziimi
yoktur, ¢linkii 3 | 5y olurdu, dolayisiyla 3 | y ve 15 | 5y, buradan n = 3z + 5y > 5y > 15
olur. » = 10 igin, denklemimizin pozitif tam sayilarda ¢oziimi yoktur, ¢linkii o zaman 5 | 3z,
dolayisiyla 5 | z ve 15 | 3z, buradan n = 3z + 5y > 15 olur. Boylece, denklemimizin 1, 2,
3,4,5,6,7,9, 10, 12 ve 15 disindaki tiim pozitif n tam sayilar: i¢in pozitif tam sayilarda
X, y ¢bzimi vardir. Simdi m keyfi bir pozitif tam say1 olsun ve n, 40m’den biiyiik bir tam
say1 olsun. 3z + 5y = n denkleminin x, y, ¢oziimii vardir ve bu sayilardan en az biri > 5m
olmalidir, ¢iinkii x, < 5m, y, < 5m durumunda 3z, + 5y, < 8- 5m = 40m < n olurdu.

Eger x, > 5m ise, o zaman k = 0,1,2,...,m i¢in ¢ = 7 — 5k ve y = y, + 3k sayilan
pozitif tam sayilardir ve 3x + 5y = 3z + 5y, = n denklemini saglarlar. Eger y, > 5m ise, o
zaman k =0,1,2,...,m i¢in x = 7 + 5k ve y = y, — 3k sayilar1 pozitif tam sayilardir ve

3z + 5y = n denklemini saglarlar. Boylece, n > 40m i¢in bu denklemin pozitif tam sayilarda
X, y ¢6ziimii m’den fazladir, bu da bu tiir ¢éziimlerin sayisinin n ile birlikte sonsuza gittigini
gosterir.

6n =2,y =x, 2= x+1, burada x keyfi bir pozitif tam sayidir. Gergekten, pozitif x tam sayilar1
icin 2% 4 2% = 2=+1 olur. Ote yandan, pozitif n, x, y ve z tam sayilari icin n® + n¥ = n?
oldugunu varsayalim. = < y < z oldugunu varsayabiliriz. n = 1 olamaz, dolayisiyla n > 2
olur. n* =n?* —n¥ =n*(n** —n¥ %) olur, bu da n* * —n¥ ® = 1 anlamina gelir. Eger
y > z olsaydi, o zaman n | 1 olurdu ki bu imkansizdir. Béylece y = x olmalidir, dolayisiyla
n** =2 budan=2,z—x =1 verir. Bunedenle n =2, y=x, 2z=x + 1 elde ederiz.
NOT. n® + n¥ = n® denklemi, Fermat denklemi =™ + y™ = z™’den isler ve tabanlarin
rollerinin tersine ¢evrilmesiyle elde edilir. Bkz Mem. Real. Acad. Sci. Art. Barcelona, 34
(1961), 17-25.

m ve n iki verilmis pozitif tam say1 olsun ve a ve b, m + n’den biiyiik iki farkli asal say1 olsun.
¢ = am + bn koyalim. © = m, y = n sistemi acgik¢a ax 4+ by = ¢ denklemini saglar. Bu
denklemi saglayan bagka bir x, y sistemi oldugunu varsayalim. x > m, y > n veya x > m,
y > n olamaz, ¢iinkii bu durumda ax + by > am + bn = ¢ olurdu. Béylece, ya x < m ya
da y < n olmahdir. Eger x < m ise, o zaman m — x, m’den kii¢iik pozitif bir tam sayidir
ve ax + by = am + bn goz 6niine alindiginda by = a(m — x) 4+ bn olur, bu da b | a(m — x)
anlamina gelir. a ve b farkli asal sayilar oldugundan, b | m — x sonucu ¢ikar, ki bu m > b
tanimi geregi imkansizdir. Benzer sekilde y < n olamayacagini kanitlariz. NOT. Herhangi
iki pozitif tam say1 sistemi i¢in, bu iki sistemi tek pozitif tam say1 ¢dziimi olarak kabul eden
tam say1 a, b ve ¢ katsayili bir ax + by = ¢ lineer denkleminin var olmadig1 kolayca fark
edilebilir. Ote yandan, tam say1 katsayili ikinci dereceden bdyle bir denklemin her zaman var
oldugunu kolayca kanitlayabiliriz.

3
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174. Her m pozitif tam sayisi igin tam m tane pozitif tam say1 ¢éziimii olan,
a, b, c tam sayilar olmak tizere bir axz + by = ¢ denkleminin bulundugunu
kanitlayimiz.38

175. m verilen bir pozitif tam say1 olmak {izere
22412+ 2y —mr—my—m—1=0

denkleminin tam m tane pozitif tam sayr ¢Oézimiinin bulundugunu
kanitlayimiz.>

176. 23 + (2 +1)3 + (z + 2)® = (2 + 3)? denkleminin tiim tam say1 ¢dziimlerini
bulunuz.

177. Her n pozitif tam sayis1 igin
(+ 1P+ (@42 4+ (z+n)° =y
41

denkleminin tam say1 ¢6ziimiiniin bulundugunu kanitlayiniz.

178. (z+ 12 + (x +2)2 + (2 +3)3 + (z + 4)3 = (x + 5)® denkleminin tiim tam
say1 ¢oziimlerini bulunuz.*?

38QOrnegin,  +y = m + 1 denklemi, pozitif x, y tam sayilarinda tam olarak m ¢oziime sahiptir,

vani x = k, y=m — k+ 1, burada k = 1,...,m. NOT. Tamsayilarda x, y ¢6ziimlerinin
sonlu ve > 0 sayida oldugu bir ax + by = ¢ lineer denklemi olmadig bilinmektedir.

¥ f(x,y) =22 +y? +2xy—mr—my—m—1icin, f(z,y) = (x+y—m—1)(x+y+1) dzdesligine

sahibiz. Pozitif x ve y tam sayilar i¢in « + y + 1 > 0 oldugundan, f(z,y) = 0 ancak ve
ancak x +y —m — 1 = 0 ise olabilir; Problem 174’iin ¢éziimiinden bu denklemin pozitif x
ve y tam sayilarinda tam olarak m ¢6ziimii oldugu sonucu ¢gikar. NOT. Bu problemde ele
alinan iki degigkenli polinom indirgenebilirdir. Her pozitif m tam sayisi i¢in, F'(z,y) = 0
denkleminin pozitif x, y tam sayilarinda tam olarak m ¢6zlimii olacak sekilde, tam say1
katsayil ikinci dereceden indirgenemez bir F'(z,y) polinomu olup olmadig sorulabilir. Her
pozitif m tam sayisi icin 2 + y? = a,, denkleminin tam olarak m pozitif tam say1 x, y
¢bzliimiine sahip oldugu bir a,,, pozitif tam sayisinin var oldugu kanitlanabilir. Daha kesin
olarak, ay, ; = 25272 ve a,, = 52*71 (k = 1,2,...) icin kamitlanabilir, ancak kanit
kolay degildir. Ayrica A. Schinzel’in, her pozitif m tam sayisi i¢in x, y degiskenlerinde ikinci
dereceden bir f(z,y) polinomunun var oldugunu ve f(z,y) = 0 denkleminin tam olarak m
tam say1 ¢Oziimiine sahip oldugunu kanitladigini belirtelim. Bkz [18].

g = ¢t + 3 koyalim. O zaman denklemimiz 2t(t2 + 3t + 21) = 0. x = t + 3 koymak

denklemi 2¢(¢2 + 3t + 21) = 0’a indirgiyor. Orijinal denklemi bilmiyoruz ama bu denklemin
t = 0 disinda reel ¢dziimii yok (t? + 3t 4+ 21’in diskriminant1 9 — 84 < 0).) denklemine
indirgenir, bu denklemin reel sayilarda sadece bir ¢oziimii vardir, yani ¢ = 0. Buradan,
denklemimizin tam sayilarda sadece bir ¢dziimii oldugu sonucu ¢ikar, yani x = 3. NOT.
3+ (x+r)2+(x+2r)3+ ...+ (z+(n—1)r)® = (z+ nr)® denkleminin pozitif x, r, n tam
sayilarinda tek ¢oziiminin n = 3, = 3r oldugu (r keyfi pozitif tam say1) kamtlanabilir.

HEger n = 2k — 1 (k pozitif tam say1) ise, o zaman acikca * = —k, y = 0 denklemimizin bir
¢oztimidir; eger n = 2k (k pozitif tam say1) ise, o zaman x = —k, y = k denklemimizin bir
¢oziimiidir. NOT. Bagka ¢oziimler de vardir, 6rnegin n = 8 igin x = —3, y = 6; n = 25 igin

r=—11, y =20; n = 1000 i¢in = 1333, y = 16830.

42Bu denklemde z3, 22 ve z’in katsayilan 3 ile boliinebilir ve sabit terim —25tir, ki bu 3 ile

boliinemez. Buradan, denklemimizin pozitif tam sayilarda x ¢6ziimii olmadig1 sonucu ¢ikar.
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179. (z+ 12+ (2 +2)3 + (2 +3)3 + (z + 4)® = ( + 10)® denkleminin tiim tam
say1 ¢oziimlerini bulunuz.*?

180. y(y + 1) = z(x + 1)(z + 2) denkleminin iki tane pozitif tam say1 ¢ozlimiinii
bulunuz.**

181. 1 + 22 4+ 32 = 22 denkleminin sonsuz sayida pozitif tam say1 ¢oziimiiniin
bulundugunu kanitlayiniz.*

182. n,x,y, z, t pozitif tam sayilar olmak iizere nz? +ny? +nz? = nt denkleminin
tiim ¢oziimlerini bulunuz.*

183. z,y, z, t pozitif tam sayilar olmak tlizere 4x + 4y + 4z = 4t denkleminin tiim
coziimlerini bulunuz.*”

184. 2™ — 3" = 1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éziimlerini bulunuz.*®

43z =t + 10 yerine koyarak denklemimizi 3t(¢? + 40t + 230) = 0 denklemine indirgeriz. t2 +
40t — 230 = 0 denkleminin rasyonel ¢6ziimii olmadigindan, ¢t = 0 olmalidir ve denklemimizin
pozitif tamsayilarda tek bir ¢éziimii vardir, o da x = 10’dur.

Mr=1y=2(¢inki2-3=1-2-3) vex =5, y =14 (¢giinkii 14-15=5-6-7). NOT. L. J.
Mordell, denklemimizin pozitif tamsayilarda bagka ¢oziimii olmadigimi kanitlamigtir.

BCo6ziim, n = 1,2, ... igin 1 + (2n)2 + (2n2)2 = (2n? + 1)2 dzdesliginden hemen elde edilir.
NOT. Her pozitif k tamsayisi icin k+ 22 4 y? = 22 denkleminin z, y, z pozitif tamsayilarinda
sonsuz sayida ¢oziimii oldugunu kanitlamak kolaydir. k tek ise ¢ift, k ¢ift ise tek olmak iizere
x’i > |k| + 1 kogulunu saglayan keyfi bir tamsay1 olarak almak ve y = k””;’l, z= k*”;“
olarak belirlemek yeterlidir.

461, pozitif tamsayisinin ve < y < z kosulunu saglayan pozitif tamsayilarin n® +n¥ +n? = nt
(1) denklemini sagladigini varsayahm. n = 1 olamaz. n = 2 ise, (1)’den 142¥"®427"® = 2t~=
elde ederiz ve y > x olamaz. Dolaysiyla y = x olur ve 2 +27% = 2% olur, buda z—x =1
ve dolayisiyla t — x = 2 sonucunu verir. O halde, n =2ise,y=xz,z2=x+1vet=x+2
olmalidir; tiim x pozitif tamsayilari igin 2% + 2% + 221 = 22+2 gldugunu kolayca kontrol
edebiliriz. Simdi, n > 3 oldugunu varsayalim. (1) uyarinca 1+ n¥ * +n* % = n'* olur
ve n. > 2 oldugundan, y =  ve z = x olmalidir. Boylece 3 = n'"* olur, bu da n = 3 ve
t —x = 1 demektir. Dolayisiyla, n > 2 ise, n =3, x =y = 2z, t = z + 1 olmalidir. Her =
pozitif tamsayist i¢in 3% + 3% 4 3% = 3**1 oldugunu kolayca kontrol ederiz. Sonug olarak, (1)
denkleminin x < y < z kogulunu saglayan n, x, y, z, t pozitif tamsayilarindaki tiim ¢éztimleri,
x keyfi bir pozitif tamsay1 olmak lizere, n =2, y=z, z=x+ 1, t =x 4+ 2 veyan = 3,
y=x,z=ux,t=x+ Ldir.

47Problem 182'nin ¢dziimiinden, 4% + 4Y + 4% = 4* denkleminin pozitif tamsayilarda ¢oziimii
olmadigr sonucu cikar. Bu denklemin, z* + y* + 2* = t* denkleminde tabanlar ve
iislerin rollerinin tersine gevrilmesiyle elde edildigine dikkat edelim. Son denkleme gelince,
Euler tarafindan varsayildigy gibi, x, vy, z,t pozitif tamsayilarinda ¢éziimii olup olmadig:
bilinmemektedir.

48Bu denklemin pozitif tamsayilarda tek bir ¢oziimii vardir, o da m = 2, n = 1’dir. Gercekten de,
32 =1 (mod 8) oldugundan, k pozitif tamsayilari i¢in 3%2* + 1 =2 (mod 8) ve 32*"1 +1=4
(mod 8) bagintisina sahibiz, bu da gosteriyor ki, n pozitif tamsayisi i¢in 3™ + 1 sayis1 8’e
boéliinemez, dolayisiyla m > 3 tamsayilar igin 2™ ile boliinemez. O halde, m ve n pozitif
tamsayilar: igin 2™ — 3™ = 1 ise, m < 2 olmalidir, dolayisiyla ya 2 — 3™ = 1’dir, ki bu
imkansizdir, ya da 22 — 3™ = 1’dir, bu da m = 2, n = 1 verir.
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185. 3" — 2™ =1 denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢éziimlerini bulunuz.*’

186. 2z + 1 = y? denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.?®

187. 2z + 1 = y? denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.?!

188. 2% + 2y% = 22,222 4+ y? = t? denklemler sisteminin z,y, z,t pozitif tam
sayilar olmak iizere ¢oziimiiniin bulunmadigim kanitlayiniz.®?

189. [2(3z+2y+1)+1]2—2(4x+3y+2)? = (22 +1)? —2y? 6zdesligini kullanarak
22 + (z + 1)? = 3? denkleminin sonsuz sayida pozitif tam say1 kokiiniin
bulunmadigini kanitlayiniz.??

190. [2(7Ty + 122 + 6)]2 — 3[2(4y + Tz + 3) + 1]? = (2y)? — 3(2z + 1)? ozdesligini
kullanarak (x + 1)3 — 22 = 4? denkleminin sonsuz sayida pozitif tam say1
kokiiniin bulunmadigini kanitlayimiz.>*

49Bu denklemin pozitif tamsayilarda yalnizca iki ¢coziimii vardir, n =m =1ve n =2, m = 3.
Gergekten de, n tek ve > 1 ise, k pozitif bir tamsay1 olmak iizere n = 2k-+1’dir ve 32 = 1 (mod
4) oldugundan 32¥*! = 3 (mod 4) olur, bu da 2™ = 3" —1 = 32F*! —1 = 2 (mod 4) sonucunu
verir. Bu, m <1 veya m = 1 demektir ve 3™ — 2™ = 1 oldugundan n = 1 elde ederiz. n gift
ise, k bir pozitif tamsay1 olmak iizere n = 2k’dir, o zaman 2™ = 32 — 1 = (3 —1)(3% + 1)
olur. Tki ardigik cift say1 olan 3% — 1 ve 3% + 1, bu nedenle, 2’nin kuvvetleridir, bu da bu
sayillarin 2 ve 4 oldugunu gosterir, buradan k = 1 ve dolayisiyla n = 2 bulunur. Bu da n = 2,
m = 3 ¢Ozimunu verir.

x ve y pozitif tamsayilari igin 2% + 1 = 2 ise, o zaman (y — 1)(y + 1) = 2% olur, dolayisiyla
y>1vey—1=2% y+1 =2 olur; burada k bir tamsay1 > 0 ve [, k’dan biiyiik bir
tamsayidir. Ayrica, k + | = z’tir. Buradan 2! — 2% = 2 elde edilir, bu da k > 0 oldugunu
ve k < I oldugundan 2% | 2 oldugunu gésterir. Sonug olarak, k < 1 ve k > 0 oldugundan
k =1 elde ederiz. Béylece, 2! = 2F + 2 = 4 olur, bu da I = 2 sonucunu verir. Dolayisiyla,
r=k+1=1+2=3olur, buradan y?> = 23 +1 = 9 ve y = 3 bulunur. Bu nedenle,
2% + 1 = y2 denkleminin pozitif tamsayilarda tek bir ¢éziimii vardir, o da z = y = 3’tiir.

51Bu denklemin tek bir ¢dziimii vardir, o da x = y = 1’dir. Ciinkii £ > 1 durumunda 2% — 1

say1si, k pozitif bir tamsay1 olmak tizere, 4k — 1 formundadir ve hi¢cbir tamsayinin karesi bu
formda degildir, ¢linkii 4’e boliindiigiinde ya 0 ya da 1 kalanini verir.
52Gistemimizin x, vy, z,t pozitif tamsayilarmda ¢éziimii oldugunu varsayalim. (z,y) = 1
varsayabiliriz, ciinkii (z,y) = d > 1 durumunda denklemlerimizin her iki tarafin1 d? ile
boélebilirdik. Dolayisiyla, x,y sayilarindan en az biri tektir. Her ikisinin de tek olmasi
imkansizdir, ¢iinkii bu durumda denklemlerimizin sol taraflar1 4’e boliindiginde 3 kalanin
verirdi, ki bu imkansizdir, ¢linkii sag taraflar karelerdir. Ancak, 6rnegin x cift ise, y tek
olamaz, ¢iinkii bu durumda ilk denklemin sol tarafi 4’e béliindiigiinde 2 kalanini verirdi, ki
bu bir kare oldugu i¢in imkansizdir. Dolayisiyla, x ve y sayilarimin her ikisi de cifttir, bu da
(z,y) = 1 varsayimmyla geligir.

53Denklemimiz, (2x + 1)? — 2y? = —1 denklemine denktir; bu denklemin pozitif tamsayilarda
bir ¢éziimii vardir, z = 3, y = 5. Ozdesligimiz, x ve y pozitif tamsayilar1 denklemi sagliyorsa,
daha biiyiik sayilar olan x; = 3z +2y+1 ve y; = 4z + 3y + 2'nin de bu denklemi sagladigini
ima eder. Buradan, bu denklemin x ve y pozitif tamsayilarinda sonsuz sayida ¢éziimii oldugu
sonucu cikar. = 3, y = 5 i¢in bu sekilde x; = 20, y; = 29 elde ederiz.

54Denklemimiz x = 7, y = 13 igin saglanir. Bu denklem, 3z2 + 3z + 1 = y2 denklemine denktir,

bu da 4y? = 1222 4+ 12z + 4 = 3(2z + 1)2 + 1’e, yani (2y)? — 3(2z + 1)2 = 1 denklemine
denktir. Bu, = ve y bu denklemi saghyorsa, daha biiyiik sayilar olan z; = 4y + 7x + 3 ve
Yy, = 7y + 122 + 6’nin da bu denklemi sagladigini ima eder. Buradan, ele alinan denklemin
x,y pozitif tamsayilarinda sonsuz sayida ¢oéziimii oldugu sonucu cikar. Ornegin, x = 7,
y =13 icin x; = 104, y, = 181 elde ederiz.
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191. 22 + 5y% = 22 ve 522 + y? = t? denklemler sisteminin z,y, z,t pozitif tam
sayilariyla ¢oziimiiniin bulunmadigini kantlayiniz.*®

192. Problem 34’ii kullanarak 22 +6y2 = 22 ve 622 +%? = t? denklemler sisteminin
x,y, z,t pozitif tam sayilariyla ¢oziimiiniin bulunmadigimi kanitlayimiz.%6

a. 2 + Ty? = 22 ve 722 + y? = t? denklemler sisteminin z,y, z,t pozitif tam
sayilariyla ¢ézimiiniin bulunmadigini kanitlayiniz.

193. V.A. Lebesprogue teoremini kullanarak 22 — y® = 7 denkleminin x,y tam
sayilariyla ¢coziimiiniin bulunmadigimi kanitlayiniz.5”

194. c pozitif tam sayis1 tekse, 22—y = (2¢)3 —1 denkleminin z, y tam sayilariyla
¢oziimiiniin bulunmadigimi kanitlayiiz.>

195. k pozitif tam say1 ise, 22 + 2k* + 1 = 3> denkleminin z,y pozitif tam
sayilariyla ¢oziimiiniin bulunmadigimi kanitlayimiz.®”

55Kamt (J. Browkin’e gére). Eger sistemimizin x,y, z, ¢ pozitif tamsayilarinda bir ¢oziimii
olsaydi, (x,%y) = 1 olan bir ¢dziimii de olurdu. Denklemlerimizi topladigimizda 6(z2 + y?) =
22 + t? elde ederiz, bu da 3 | 22 + t? demektir. 3’e bdliinmeyen bir tamsayinin karesi 3’e
bolundigiinde 1 kalanini verdiginden, z ve t sayilarinin her ikisinin de 3’e béliitnmemesi
imkansizdir. Ancak, 3 | 22 + t2 oldugundan, z, ¢ sayilarindan biri 3’e béliiniiyorsa, digeri de
béliinmelidir. Dolayisiyla, z ve ¢'nin her ikisi de 3’e béliiniir, bu da 6(x? + y?) = 22 + ¢2
denkleminin sag tarafinin 9’a boliinebildigini ve 3 | 2 4+ y2? oldugunu gésterir; bildigimiz gibi
bu, z ve y’nin her ikisinin de 3’e bolindugini gosterir, ki bu da (x,y) = 1 varsayimiyla
celigir.

56Denklemlerimiz 7(x? + y?) = 22 + t2 anlamma gelir. Dolayisiyla, 7 | 22 + ¢2 olur, buradan
Problem 34’e gére 7 | z ve 7 | t sonucunu elde ederiz. Béylece, 49 | 7(z? + y?), bu da
7 | 22 + y? demektir, ki bu da 7 |  ve 7 | y anlamina gelir. Dolayisiyla, sistemimizin
(z,y) = 1 olan ¢oziimleri olamaz; bu da, x,y, 2, t pozitif tamsayilarinda en az bir ¢6ziimi
varsa, elbette imkansizdir. Gergekten de, (z,y) =d > 1 ise, d | z ve d | t olurdu ve z, y, z, ¢
sayilarinin her birini d ile b6élmek yeterli olurdu.

a. Ornegin, x =3, y =1, z =4, t = 8 ¢oziimil vardir.

57y ¢ift olsaydi, 2 8k + 7 formunda olurdu, ki bu imkansizdir. y tek olsaydi, 2 +1 = y3+23 =
(y+2)[(y—1)% + 3] olurdu ve y = 2k + 1 oldugundan, (2k)? + 3|(z2 + 1) olurdu. Sol tarafin
4t + 3 formunda bir asal bdleni oldugundan, z2 + 1 sayisinin da aym formda bir asal boleni
olurdu, ki bu ((x,1) = 1 oldugundan) imkansizdir.

5822 +1 = (2¢)2 +9° = (y + 2¢)(y? — 2cy + 4c?) = (y + 2¢)((y — ¢)? + 3c?)’ye sahibiz.
c? = 1(mod 8) oldugundan, 3¢c? = 3(mod 8) olur ve y tek ise, y — c ¢ifttir ve (y —c)? + 3c2
4k + 3 formundadir; dolayisiyla, bu formda bir asal boleni vardir, ki bu ayn1 zamanda x2 + 1’in
bir bélenidir, bu da imkansizdir. y ¢ift olsaydi, 2 = y3 + (2¢)® — 1 = —1 (mod 8) olurdu, ki
bu imkansizdir. Buradan, x ve y tamsay1 olmak iizere £2 — 3> formunda olmayan sonsuz
sayida pozitif tamsay1 oldugu sonucu cikar.

592’in tek oldugunu varsayalim. O zaman y, y2 = 0(mod 8) formundadir, dolayisiyla y® — 1 =
7(mod 8) olur ve x2 4 (2%)? 4k + 3 formunda bir asal béleni olurdu, ki bu, aralarinda asal iki
sayimnin kareleri toplami oldugu i¢in imkansizdir. Dolayisiyla, x cifttir. « pozitif bir tamsay1
olmak {izere x = 2%z olsun. Eger o = k ise, 22%(22+1) =y -1 = (y— (v +y+ 1)
olur, dolayisiyla y tek olmalidir ve y — 1, 4k + 3 formunda olamaz. Boylece, y = 1(mod 4)
ve y? +y + 1 = 3(mod 4) olur, ki bu imkansizdir. Eger o < k ise, 22%((2F7)2 + 22) =
(y—1)(y% +y+ 1) olur ve z'nin tek olmasi gercegi goz éniine alindiginda, yukaridaki gibi
devam ederiz. Son olarak, eger o > k ise, 22%((2*7%2)2 + 1) = (y — 1)(y? + y + 1) olur ve
yukaridaki gibi devam ederiz. Ozellikle, k = 1 ise, y> — 22 = 5 denkleminin x,y pozitif
tamsayilarinda ¢6ziimii olmadigim goriiriiz. Bkz: L. Aubry, Dickson’da, [7, s. 538].
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196. z <y, x < z <t olmak iizere x +y = 2t ve z +t = xy denklemler sisteminin

197. Her p pozitif tam sayilari i¢in , +x4+---+x,, = z,, denkleminin z, z,, ...,

x,y, z,t pozitif tam sayilariyla tiim ¢6ziimlerinin bulunmasi ile ilgili A.
Moessner problemini ¢6ziiniiz. Sistemin sonsuz sayida z,y, z,t tam say1
¢oziimiiniin bulundugunu kanitlayimiz.%

n

pozitif tam sayilariyla en az bir ¢oziimiiniin bulundugunu kanitlayiniz.%!

198. Verilen her a ve n pozitif tam sayilar1 i¢in ™ — ™ = a denkleminin z,y

pozitif tam say1 ¢oziimlerinin belirlenmesi icin yéntem bulunuz.5?

199. Elementer yontemlerle, hem ticgen hem de beggen (yani E@Bk-1) seklinde)

2

olan sonsuz sayida say1 bulundugunu kanitlayimiz.%

6

6

6

6

9Once = 1 oldugunu varsayalim. O zaman 14y = zt ve z+t = y denklemlerine sahip oluruz,
bu da zt = z +t + 1 demektir. Buradan z # 1 olmaldir (¢linkii z =1 ¢t = ¢ + 2 sonucunu
verirdi, bu imkansizdir). Eger z = 2 ise, t = 3 olur, dolayisiyla y = z + ¢t oldugundan
y = 5 elde ederiz, buda z =1, y = 5, z = 2, t = 3 ¢oziimini verir. Eger z > 3 ise,
t>z2>3olur ve z = 2, + 2, t = t; + 2 yazabiliriz, burada z; > 1, t; > 1’dir. Buradan
zt = (29 +2)(t; +2) = 29ty + 22z, +2t, +4 > 2z, +t; + 7 = z+ t + 3 sonucu gikar, bu
da (z = 1 oldugundan) zt = z +t + 1 ile ¢geligir. Simdi = 2 oldugunu varsayalim. O
zaman z > x = 2 olur. Eger z =2 ise 2+y =2t, 24+t =2y olur, buda y =t = 2
demektir. Dolayisiyla = y = 2z = t = 2 olurdu, ki bu sistemimizin bir ¢éziimiidiir.
Eger z > 2 ise, t > z oldugundan, ¢ > 2 olur ve z = z; + 2, t = t; + 2 koyabiliriz, bu
da zt = (2 +2)(t; +2) = z3ty + 22, +2¢t; +4 > z, +t;, + 7 = z+ t + 3 sonucunu
verir. Ancak, x = 2 oldugundan, 2 +y = zt, z +t = 2y olur, bu da zt = %(z +1t)+2
verir. Boylece, %(z +t)+2 > 2z+t+ 3 olur, buda z+ ¢+ 2 < 0 sonucunu verir, ki
bu imkansizdir. Simdi x > 2 oldugunu varsayalim, dolayisiyla © > 3, ve z > = > 3,
t>z>3olur. z =2, +2, t=1t; + 2 koyabiliriz, burada z; > 1 ve t; > 1’dir. Buradan
zt = (27 +2)(t; +2) = z1t; + 22, +2t; +4 > 2z, +t; + 9 = z + t + 5 sonucu gikar. Benzer
sekilde, > 3 oldugundan, y > = > 3, zy > = + y + 5 olur. Ancak, z+ t = xy’ye sahibiz, bu
dazt >z+t+5=2y+5>x+y+ 10 = 2t + 10 demektir, ki bu imkansizdir. Bdéylece,
sistemimizin x < y ve < z < t kosullarini saglayan pozitif tamsayilarda yalnizca iki ¢éziimi
vardir, z =1, y =5, 2=2,t =3 vex =y =2z =1t = 2. Sistemimizin tamsayilardaki
¢ozuimlerine gelince, bu tir sonsuz sayida ¢oziim vardir. J. Browkin, y keyfi olmak tizere
x =z =0, t = y’nin bu tir ¢bziimler oldugunu fark etmigtir, A. Makowski ise sistemimizin
¢ozlimlerinin x =t = —1, y keyfi, z = 1 — y oldugunu fark etmistir.

n =1 igin, = keyfi olabilir. n = 2 igin, z, = ¢, = 2’ye sahibiz. n > 2 i¢in, z;, = x5 = ... =
T, o=1, 2, 1 =1, x, =n bir ¢dzimdiir. Ancak, bagka ¢ézlimler de vardir, 6rnegin n =5
igin x; = z, = x3 = 1, x, = 5 = 3’e sahibiz. Dolayisiyla, her n pozitif tamsayis1 icin,
toplamlar1 ¢carpimlarina egit olan n pozitif tamsay:1 vardir diyebiliriz.

2Eger n tek ve > 1 ise, a = 2" —y" = (z —y)(z" ' + 2" 2y + ... + y* 1) olur. a > 0
oldugundan, = — y > 1 olmalidir, dolayisiyla £~ + y"~! < a olur. Béylece, = < "V/a ve
y < ™+v/a olur ve sonlu sayida kontrol yeterli olacaktir. Eger n = 1 ise, a = x —y denkleminin
tim pozitif tamsay1 ¢éztimleri: y keyfi, x = a 4+ y’dir. Eger n = 2k ise, k pozitif bir tamsay1
olmak iizere, a = " — y™ = x2F — 2k = (2% — y*)(x* + y*) olur. * — y* > 1 oldugundan,
zF + y* < @’dir. Buradan = < ¥/a, y < ¥a sonucu gikar ve sonlu sayida kontrol yeterli
olacaktir.

3Bir t, = z(x + 1)/2 {iggensel sayismin pentagonal olmas igin, her z igin y(3y —1) = z(z + 1)
(1) olacak sekilde bir y pozitif tamsayisinin var olmasi gerekli ve yeterlidir. Dolayisiyla, (1)
denkleminin sonsuz sayida x, y pozitif tamsay1 ¢dziimiine sahip oldugunu gostermek yeterlidir.
(Adx+Ty+1)(122+21y+2) — (T +12y+1)(Tx + 12y +2) = y(3y— 1) —z(z + 1) oldugunu
kolayca kontrol ederiz. Buradan, x, y pozitif tamsayilar (1)'i saglarsa, daha biiyiik tamsayilar
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olan x; =Tz +12y+1,y, =4z +7y+1 (2) y,(3y; — 1) = x;(x; + 1) denklemini saglar.
z =y = 1 sayilarn (1)1 sagladigindan, bu denklemin sonsuz sayida x,y pozitif tamsay:
¢oziimi oldugu sonucu ¢ikar. © =y = 1 ¢oziimi (2) ile ; = 20, y; = 12 ¢ézlimiinii verir, bu
da z, = 285, y, = 165’e gotiiriir, ve bdyle devam eder.
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6 Karisik Problemler

200. Tam say1 katsayil bir f(x) polinomu i¢in f(x) = 0 denkleminin bir tam say1
¢Oziimil varsa, her p asal sayisi igin # = 0 (mod p) denkleminin de ¢oziimii
vardir. Birinci dereceden ax 4+ b = 0 denklemini kullanarak bunun tersinin
dogru olmadigimi kanitlayiniz.!

201. a ve b tam sayilar1 olmak iizere ax + b = 0 (mod m) denkleminin her m
pozitif tam sayisi icin ¢6ziimii varsa, ax + b = 0 denkleminin de tam say1
¢oziimiiniin bulundugunu kanitlaymiz.?

202. 622 +5x+1 =0 (mod m) denkleminin her m pozitif tam sayis1 icin ¢oziimii
bulundugunu, fakat 6x? 4+ 5z + 1 = 0 denkleminin tam say1 ¢oziimiiniin
bulunmadigim kanitlayimiz.?

203. Her k tek ve n pozitif tam sayist igin 2n?+2 | k*™ —1 oldugunu kanitlayimiz.*

204. k tam sayisi, x ve y tam sayilar olmak iizere k = z? — 2y? seklinde
gosterilebiliyorsa, bu saymin sonsuz sayida degigik yolla bu gekilde
gosterilebilecegini kanitlaymiz.®

205. k tam say1 olmak iizere 8k + 3 ve 8k + 5 seklinde olan hicbir sayinin, = ve y
tam say1 olmak iizere z2 — 2y? seklinde gosterilemeyecegini kanitlayimniz.5

4z + 2 = 0 denkleminin tamsay1 kokleri olmadig1 agiktir. Ote yandan, 4z + 2 = 0(mod p)
denkligi her p asal modiilii i¢in ¢oziilebilirdir. Modiil 2 igin, elbette, 6zdesg olarak ¢oziilebilirdir.
p tek bir asal ise, k pozitif bir tamsay1 olmak iizere p = 2k + 1, x = k ¢6zlimiine sahiptir.

2m = a koyalim. Eger ax + b = 0(mod m) denkliginin bir ¢éziimii varsa, o zaman a | b,
dolayisiyla k bir tamsay1 olmak tlizere b = ak’dir. ax + b = 0 denklemi x = —k tamsay1
kokiine sahiptir.

3622 + 5z + 1 = (3z + 1)(2z + 1) oldugunu 6zdes olarak biliyoruz, bu da 622 +5x +1 =0
denkleminin tamsay1 ¢6ziimii olmadigini goésterir. m keyfi bir pozitif tamsay1 olsun. O zaman
a > 0 bir tamsay1 ve m, tek olmak lizere m = 2%m, olur. (2%, m,;) = 1 oldugundan,
3z = —1(mod 2%) ve 2z = —1(mod m,) olacak sekilde bir z pozitif tamsayis1 vardir. Bu,
m = 2%m; | (3z + 1)(2x + 1) ve sonug olarak 6z2 + 5z + 1 = 0(mod m) sonucunu verir.

4Bu, n = 1 i¢in dogrudur, ciinkii tek bir saymin karesi 8’e béliindiigiinde 1 kalanini verir.
Iddianin bir n pozitif tamsayis: icin gecerli oldugunu varsayalim. O zaman tek k icin: ¢ bir
tamsay1 olmak iizere k2" = 2772t 4 1°dir. Buradan k2" = (2n"2¢41)2 = 227442 4 gnt3g 4
1 =2nt3(2n4142 4 ¢) 41 elde edilir, bu da 273 | k2" — 1 demektir. Kamt tiimevarimla
tamamlanir.

SKanit, (3x + 4y)? — (22 + 3y)? = x2 — 2y? ozdesliginden ve z,y pozitif tamsayilar igin
3z + 4y > x ve 2z + 3y > y olmasindan hemen elde edilir.

6Eger = ve y tamsayilar icin 22 — 2y? sayis1 tek ise, x tek olmalidir, dolayisiyla x2 =
8)'dir. y’nin ¢ift oldugu durumda, 2y? = 0 (mod 8), tek oldugu durumda ise 2y? =

1 (mod
2 (mod
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206. k tam say1 olmak iizere 8k + 1 seklinde olan sayilardan sonsuz sayida, x ve
y tam say1 olmak iizere 22 — 2y? seklinde gosterilebilenlerin ve sonsuz bu
sekilde gosterilemeyenlerin bulundugunu kanitlayiniz. Goésterilemeyenlerin
en kii¢iigiinii bulunuz.”

207. Her miikemmel saymin son rakaminin 6 veya 8 oldugunu kanitlayiniz.®

208. N. Anning’in su teoremini kamtlayimmiz: rakamlar1 herhangi bir g > 1

tabaninda yazilmig olan
101010101

1100110011

sayisinin payinda ve paydasinda tam ortadaki 1 rakaminin yerine herhangi
tek sayida 1 yazilirsa, kesrin degerinin degismeyecegini kanitlaymniz® (6rnegin,

1010110101 1010111011 1010111110101
1100110011 110011110011 1100111110011

).

8) olur. Dolayisiyla, 22 — 2y?'nin tek olmasi durumunda, 2 — 2y? = +1 (mod 8) olur, bu
da z ve y tamsayilar icin 2 — 2y? sayisinn k bir tamsay1 olmak iizere 8k + 3 veya 8k + 5
formunda olamayacagini gosterir.

"Her n pozitif tamsayisi igin (2n + 1)% — 2 - 22 sayismin, k > 0 bir tamsay1 olmak {izere 8k + 1
formunda oldugu kolayca goriilebilir. Devaminda, 1 = 32—2.22, 9 = 92-2.62, 17 = 52-2.22,
25 = 152 —2.102 olurken, 33 sayis1 & ve y pozitif tamsayilar olmak iizere 2 — 2y? formunda
temsil edilemez. Daha genel olarak, t = 0,1, 2, ... olmak tizere 72t + 33 formundaki hicbir
saymnin = ve y tamsayilaryla 2 — 2y? formunda temsil edilemeyecegini kanitlayacagiz.
Gergekten de, t tamsayisi, x ve y tamsayilar icin 72t + 33 = 22 — 2y? oldugunu varsayalim.
Sol taraf 3 ile boliinebilir, ancak 9 ile boliinemez. Buradan, x, y sayilarinin higcbirinin 3 ile
boliinemeyecegi sonucu ¢ikar, ¢iinkii 3 | z olsaydi, 3 | y olurdu ve sag taraf 9 ile boliintirdi,
ki bu imkansizdir. Dolayisiyla, x ve y sayilar1 3 ile boliinemez, bu nedenle z2 ve y2 3’e
béliindiigiinde 1 kalanini verir; béylece, £2 — 22 sayis1 3’e béliindiigiinde 1 —2(1) = —1 = 2
(mod 3) kalanim verir, ki bu imkansizdir ¢iinkii sol taraf 3 ile boliiniir. Boylece, k= 1,2, ...
olmak iizere 8k + 1 formunda olan ve x, y tamsayilari i¢in 2 — 2y? formunda olmayan sonsuz
sayida pozitif tamsay1 vardir ve bu tiir en kiiciik say1 33 = 8 - 4 + 1’dir.

8Cift milkemmel sayilar, iyi bilindigi gibi, p ve 2P —1 asal olmak iizere 2P~1 (2P — 1) formundadir
(bkz. 6rnegin, Sierpinski [37, s. 172, sonug]). p = 2 i¢in 6 sayisini elde ederiz. p > 2 ise, p
4k+1 veya 4k+ 3 formunda bir asaldir. p = 4k+1 ise, 2P~ ! = 24% = 16% olur ve 2P~ ’in son
basamag1 aciktir ki 6’dir, 2P — 1 = 24k+1 _ 1 = 2.16% — 1 iken son basamak aciktir ki 1'dir.
Boylece, 2P~ (2P — 1) ¢arpiminin son basamagi 6°dir. p = 4k + 3 ise, 2P~ = 24%+2 = 4. 16*
sayisinin son basamagi 4’tiir, 2P’nin son basamag: 8 iken, 2P — 1 sayisinin son basamag: 7’dir.
Sonug olarak, 2P~1(2P — 1) sayis1 (biri son basamagi 4, digeri son basamagi 7 olan iki saymin
carpimu olarak) son basamag: 8 olan bir sayiya sahiptir. Bu, kamt1 tamamlar. NOT. Bir
miitkemmel sayinin son basamagi 8 ise, sondan bir 6nceki basamagin 2 oldugu kanitlanabilir
(ancak kamt1 daha zordur).

9 e e . . o - 14+g%24g9%*+4¢%+4%)
Kesirimizin g tabanindaki degeri TigioTiaTieS

kesrin 111*‘;? ggf:ggs?:'.fgg;:jj;;:::fggz2:6 (1) kesrine esit oldugunu kanitlamaliyiz. Bu iddia,
bu kesirlerin her birinin paymin digerinin paydasiyla ¢arpimlarinin ayni oldugu kontrol
edilerek gosterilebilir. Bkz. P. Anning [1]. NOT. J. Browkin, k pozitif tamsayisi i¢in
14+ g%+ g+ g0+ ..+ g2h+2 4 g2k L g2k6 — (1 g1 g2 — g3 4 gd)(1+ g+ g% +... + g2F+2)
ve 14 g+gh+ g0+ ...+ g2h+2 4 g2kF5 4 g2k46 (1 — g2 4 g4)(1 + g+ g% + ... + g2*+2)

2 4
Ozdesliklerini fark etti. Bu, (1) kesrinin k= 1,2, ... i¢in %
dolayisiyla degerinin k’dan bagimsiz oldugunu gosterir.

63

dir ve her k pozitif tamsayisi i¢in bu

kesrine egit oldugunu,



209. 2" sayisinin ondalik yayilimindaki rakamlar: toplaminin n’nin artmasi ile
sonsuz arttigini kanitlaymiz.”

210. k > 1 bir tam say1 ve ¢ de bir rakam ise 2"’nin sagdan k. rakami c olacak
sekilde bir n pozitif tam sayisinin bulundugunu kanitlayimiz.'!

211. 5 (n = 1,2,3,...) sayillarimin son 4 rakamlarimin periyodik dizi
olugturdugunu kamtlayimiz. Periyodu bulunuz ve saf periyot olup olmadigini
tespit ediniz.'?

10A . Schinzel, g pozitif bir tamsay1, ¢ift ve 10’a béliinemiyorsa, g™’in ondalik basamaklarmin
toplaminin n ile birlikte sonsuza gittigini iddia eden daha genel bir teorem kanitladi. Onun
kanitini sunacagiz. a; (i =0,1,2,...) tamsayilarinin sonsuz bir dizisini géyle tanimlayalim:

ay = 0 koyalm ve k = 0,1,2,... icin a;_,, 2%+ > 10% kosulunu saglayan en kiiciik
pozitif tamsayiy1 gostersin (boylece a; = 1, a, = 4, a; = 14 vb. olur). Agktir ki,
ay < ay < ag < .... Bir k pozitif tamsayisi i¢in n > a,, ise, g"’in basamaklar1 toplaminin > k

oldugunu kanitlayacagiz. ¢g”’in ondalik aciliminda 107’de duran basamag: c; ile gosterelim.
g ¢ift oldugundan, 2™ | g" ve n > a,, oldugundan, : =1,2,...,k—1 igin 2% | g" bagmtisina
sahibiz. Dahasi, 2% | 10% (kaynakta a, yaziyor) oldugundan 2a | €q,-110% 1 ... +cq olur.
Eger a; ; < j < a; igin tiim c; basamaklar sifira esit olsaydi, 2% | cai71,1 10%-171 4+ .+ ¢
olurdu ve (g 10’a boliinemedigi i¢in ¢, # 0 olmahdir), 2% < ¢, ;10% 1" 4. 4¢; < 10‘”*1
(kaynakta a, ,_; yaziyor) olurdu. Bu, 2% < 10%-1 anlamina gelir, ki bu a,’nin tanimiyla
geligir. Dolayisiyla, a; ; < j < a,; olmak iizere c; basamaklarindan en az biri sifirdan farkhidir.
Bu, i =1, 2, ..., k i¢in dogru oldugundan, ¢"’in en az k basamag sifirdan farklidir. Yeterince
biiyiik n i¢in (n > a,, igin), ¢"’in ondalik basamaklarinin toplami, keyfi olarak verilen bir
k sayisindan daha kiiciik degildir. Bu, ¢g"’in ondalik basamaklar1 toplaminin n ile birlikte
sonsuza gittigini gosterir, ki bu kanitlanmasi gerekendi. A. Schinzel, benzer bir sekilde, g 5’e
béliinebilen tek bir pozitif tamsay ise, g™’in ondalik basamaklar1 toplaminin n ile birlikte
sonsuza gittiginin kanitlanabilecegini belirtti. Ozellikle, yukarida kanitlanan teoremden
(g = 2 i¢in) 2™’in ondalik basamaklar: toplaminin n ile birlikte sonsuza gittigi sonucu ¢ikar.
Ancak bu, artisin monoton oldugu anlamina gelmez: érnegin, 23’iin basamaklar: toplami
8 iken, 2%’iin basamaklar1 toplami 7 ve 2°’in basamaklar1 toplami 5’tir. Devaminda, 2°un
basamaklar1 toplami 8 iken, 2'°’unki 7’dir. Benzer sekilde, 2'®nin basamaklar1 toplami 25
iken, 2'"’'ninki 14’tiir.

M Kamt A. Schinzel’e aittir. k birden biiyiik bir tamsay1 ve ¢ ondalik sistemin keyfi bir basamag:
olsun. k > 1 oldugundan, 10*~1 > 2. 2% oldugunu kolayca kanitlanz (érnegin, tﬁmevarlmla).
t,t>c-10%1 / 2k kosulunu saglayan en kiiciik tamsay1y1 géstersin; dolayisiyla t < ¢1%— +1
vet+1<cll— + 2 olur tvet + 1 tamsayilarindan en az biri 5 ile béliinemez; bu say1yl

u ile gosterehm cd 2 <u<ct L 4+ 2 olur ve 2- 2% < 10k~1 oldugundan, [ = 2*u icin
c 10" <1 < (c+1)10%1 (1) 1h§kisine sahip oluruz. Bu, I = 2*u sayisimim k basamag
oldugunu, ilk basamagimin (dolayisiyla sondan k’'inci) ¢ oldugunu gosterir (bu basamak sifir
olabilir). I = 2% oldugundan 2% | I ve w’nun tamm geregi 5 | u, dolayisiyla (I,5) = 1'dir.
Bildigimiz gibi, 2 sayis1 5* modiilii igin bir ilkel koktiir (bkz. érnegin, W. Sierpiniski [24, s.
246, lemma]). (I,5) = 1 oldugundan, 2" = I(mod 5%) olacak sekilde bir n > k tamsayis
vardir. 2% | I ve 2% | 2™ oldugundan (giinkii n > k), 2™ = I(mod 2¥) olur ve sonug olarak
2" = I(mod 10%) olur. Bu, I sayisinin son k basamagmin 2"’in kargilik gelen basamaklariyla
ayn1 oldugunu gosterir. Buradan, 2™ sayisinin sondan k’inci basamaginin ¢ oldugu sonucu
cikar, ki bu kanitlanmasi gerekendi. NOT. 2™’in son dort basamag1 ¢ = 2,4, 6 veya 8 i¢in
111c formunda olamaz, ¢iinkii 1112, 1114, 1116 ve 1118 sayilarindan hicbiri 16’ya boliinemez.
Yukarida alintilanan makalede (s. 249), 2™’in (burada n = 3,4, ...) sondan tgilincii ve ikinci
basamaklarimin keyfi olabilecegini kanitladim. Ayrica, m keyfi bir pozitif tamsay1 ve k onun
basamak sayisi ise, 2™ sayisinin ilk k£ basamaginin m’nin basamaklariyla ayni olacak sekilde
bir n pozitif tamsayisinin var oldugunu da kanitladim.

29 > 4 tamsayisi i¢in 5774 — 5" = 57(5% —1) = 5 - 16 - 39 (kaynakta 624 yerine 16*39 yaziyor)
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212. Her s icin pozitif tam saymin ondalik yaziliminin ilk s rakaminin herhangi
bir sekilde (?) olabilecegini kanitlayimiz.'?

213. n™ (n = 1,2,3,...) sayilarinin son rakamlarimin periyodik dizi olugturdugunu
kanitlayiniz. Periyodu bulunuz ve saf periyot olup olmadigini tespit ediniz.'*

214. Her sonsuz ondalik kesirde, her n sayisi i¢in uzunlugu n olan ve dizide sonsuz
sayida rastlanan bir rakamlar dizisi bulundugunu kanitlayimiz.'>

215. Her k pozitif tam sayisi icin 32 sayisim ardisik sayilardan olusan 3% tane
saymnin toplami seklinde gosteriniz. '

216. Bir s > 1 tam sayis1 verilmigse, her n > m, icin n ile 2n arasinda bir
pozitif tam saymin s. dereceden kuvveti bulunacak sekilde bir m, pozitif

olur, dolayisiyla 57+ = 5™ (mod 10000) ve 5™ (n = 4,5, ...) dizisinin son doért basamagimin
dort terimli bir periyot olusturdugu sonucu c¢ikar. Periyot 0625, 3125, 5625, 8125’tir. Bu
periyot saf (pure) degildir, ciinkii 5, 52 = 25, 52 = 125 sayilar1 ona ait degildir.

135 verilen bir pozitif tamsay1 olsun ve ¢, c,, ..., c, keyfi bir s ondalik basamak dizisi olsun.
m = (c,Cy...C.)10 S basamag sirasiyla ¢, , Co, ..., ¢, ’ve esit olan bir say1 olsun. 2/m < 10%71
olacak sekilde bir k pozitif tamsayisi secelim ve n = [10¥\/m] + 1 olsun, burada [z], =i
agmayan en biiyiik tamsayiy1 gosterir. 10%/m < n < 10%,/m+1 olur, bu da 10%*m < n? <
10%*m +2-10%/m + 1 < 10%*m + 10271 + 1 < 10%*m + 10?* (kaynakta 102*~! yerine
2-10%,/m’den 102*~1’e gecig var) ve sonug olarak 102*m < n? < 102*m + (10%* — 1) olur.
Buradan (c;cs...c;00...0);5 < n? < (¢;¢5...¢5999...9),, sonucu gikar; burada sifirlarin
sayist ve dokuzlarin sayist 2k’dir. Buradan n?’nin ilk s basamaginin c,, ¢, ..., ¢, oldugu
sonucu ¢ikar.

Mn pozitif bir tamsay1 ise, n?+20 —n™ = n™(n2° — 1) 4’e béliiniir. Gergekten de, n ¢ift ise,

4 | n™, n tek ise, n'0 tektir, dolayisiyla karesi n2°, 8’e boliindiigiinde 1 kalanini verir. Béylece,
8 | n2% — 1. n pozitif tamsayisi igin n™*29 — n™ sayis1, dolayisiyla (n + 20)7+20 — n™ sayisi
da her zaman 4’e béliiniir. Ote yandan, a ve b, a > b ve 4 | a — b kosullarini saglayan pozitif
tamsayilar ise, n pozitif tamsayisi icin 5 | n® — n® olur. Gergekten de, k pozitif bir tamsay1
olmak {izere a = b + 4k’ya sahibiz, dolayisiyla n® —n® = n®(n** —1). 5| n ise, sagdaki ilk
carpan 5’e béliiniir; 5 | n ise, Fermat teoremine gére n* = 1 (mod 5) olur, bu da n** =1
(mod 5) demektir ve egitligimizin sag tarafindaki ikinci ¢arpan 5’e boliiniir. Dolayisiyla, a ve
b pozitif tamsayilar, a > b ve 4 | a — b ise, n pozitif tamsayilar1 i¢in 5 | n* — n® oldugunu ve
elbette, 5 | (n +20)* — n® olmas: gerektigini de kanitladik. Ozellikle, a = (n + 20)"*2° ve
b = n" i¢in, yukarida gosterildigi gibi, 4 | a — b olur, dolayisiyla 5 | (n + 20)“”20)"+20 —nm".
Sag taraf her zaman ¢ift oldugundan (¢linkii n ve n + 20 ya her ikisi de ¢ift ya da her

(n+20)n+20 nmn

ikisi de tektir), n pozitif tamsayilar i¢in 10 | (n + 20) —n™" iligkisine sahibiz.
Bu, (n + 20)("”0)%20 ve n™" sayilarinin son basamaklarinin ayni oldugunu gésterir. n™"
(n =1,2,...) sayilarimn son basamaklar1 dizisi bu nedenle periyodiktir; periyot saftir (pure)
ve en fazla 20 terimden olusur. Periyodun tam olarak 20 terimden olugtugunu ve 1, 6, 7, 6, 5,
6,3,4,9,0,1,6, 3, 6,5,6, 3,4, 9, 0’a esit oldugunu gérmek kolaydir.

5m keyfi bir pozitif tamsay1 olsun. Verilen sonsuz ondalik kesrin basamaklarini her biri m
basamaktan olusan bloklara ayiralim; bu tiir sonsuz sayida bloga sahip olacagiz. Ote yandan,
m basamaktan olusan 10™ farkh dizi vardir; bu say1 sonlu oldugundan, en az birinin sonsuz
sayida tekrarlanmasi gerektigi sonucuna variriz. NOT. /2, 7 veya e irrasyonel sayilari
icin, ondalik agilimda hangi basamagin sonsuz sayida tekrarlanacagini bile bilmiyoruz; bu
sayilardan her biri i¢in en az iki boyle basamagin var oldugunu géstermek kolaydir.

16328 = (n+ 1)+ (n+2)+... + (n+3"%) ise, 3% = 3*n 4 13%(3%* + 1) olur, budan = $(3%¥—1)
verir. Dolaysiyla, 32* sayisi, en kii¢iigii n+1 = £ (3% +1) olan, ardigik pozitif tamsayilara esit
3% terimin toplamidir. Ornegin, k = 1, 2 ve 3 icin sahibiz: 32 = 2+3+4,3* =546+...+13,
3% =14+ 15+ ... + 40. Bkz. Khatri [12].
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tam sayisinin bulundugunu kanitlayiniz. s = 2 ve s = 3 i¢in en kiigiikk m,
sayilarin bulunuz.!”

217. Her n igin, higbir bir pozitif tam sayimmin 1’den biiyiik dereceden kuvveti

olmayan n ardisik pozitif tam saymin bulundugunu kanitlayimniz.'®

218. uy = l,uy =3 ven = 1,2,... i¢in u,, » = 4u, . — 3u,, olarak tamimlanan
(u,,) dizisinin n. terimi i¢in n’ye bagh formiil bulunuz.'®

219. uy = a,uy, = bven =1,2,... icin u,, ., = 2u,,,; — u, olarak tammlanan

(u,,) dizisinin n. terimi igin n’ye bagh formiil bulunuz.?

220. uy =a,uy =bven=1,2,.. i¢in u, 5 = —(u, + 2u,_ ) olarak tanimlanan
(u,,) dizisinin n. terimi i¢in n’ye bagh formiil bulunuz. a = 1,b = —1 ve
a=1,b = —2 ézel durumlarimi inceleyiniz.?!

221. uy = a,uy, = bven =1,2,... icin u,, , = 2u,, + u, ; olarak tanmimlanan

(u,,) dizisinin n. terimi icin n’ye bagh formiil bulunuz.??
222. n = 1,2,... icin a®" = a esitligini saglayan tiim ¢ # 0 tam sayilarim
bulunuz.?3

17Bildigimiz gibi, a ve b, b—a > 1 olacak sekilde reel sayilarsa, a ve b arasinda en az bir tamsay1
vardir; aslinda, [z] 2’1 asmayan en biiyiik tamsayiy1 gostermek iizere, boyle bir tamsayi
ornegin [a] + 1’e esittir. Gergekten de, a < [a]+1 < a+1 < b olur (b —a > 1 oldugundan).
s > 1 bir tamsay1 olsun ve p, = ﬁ olsun; bu say1 reel ve pozitif olacaktir. Dolayisiyla,

n > u, tamsayisi i¢in n > (f/§+1)s olur, buradan ¢/n > ﬁ ve /n(v/2—1) > 1 elde edilir

bu da V/2n — {/n = n(7/2—1) > 1 demektir. Dolayisiyla, {/n < k < v/2n olacak sekilde
bir k pozitif tamsayisi vardir, bu da n < k% < 2n sonucunu verir. m olarak [p ]+ 1 sayisim
alabiliriz. s = 2 igin [u,] = 5’tir ve 5 ile 10 arasinda zaten bir kare say1, 32, yer alir; 4 ile 8
arasinda ise bir kare say1 yoktur. Dolayisiyla, en kiiciik m,, 5'tir. Benzer sekilde, en kiigiik
mg sayisinin 33 oldugunu kolayca hesaplariz.

8m keyfi bir pozitif tamsay1 olsun. Cin kalan teoremine gore, i = 1,2, ...,m igin x = p, — i +
1(mod p?) (1) olacak sekilde bir = pozitif tamsayis1 vardir; burada p;, i'nci asali gdsterir.
m ardigik tamsayidan olusan x,xz + 1, ...,z + m — 1 dizisi istenen 6zellige sahiptir, giinkii
(1)ilei=1,2,...,migin x + 43— 1 = p?k, + p, olur; burada k, bir tamsayidir. Bu say1 p,
ile boliinebilir ancak p? ile béliinemez, dolayisiyla « + i — 1 herhangi bir pozitif tamsayinin
1’den biiyitik tsli bir kuvveti olamaz.

¥p =1,2,... igin v, = 3" 1. Timevarimla kolay kanit.

0pn =1,2,... igin u,, = (2—n)a + (n — 1)b. Tiimevarimla kolay kanit.

Mp =1,2,... i¢in u,, = (=1)"*[(n — 2)a + (n — 1)b]. Formiiliin n = 1 ve n = 2 igin gegerli
oldugunu kolayca kontrol ederiz. Bir n icin formiiliin u, ve u,; i¢in gecerli oldugunu
varsayarak, w, ., = —(u, + 2u, ;) gercegini kullanarak, formiilin w, , icin de gecerli
oldugunu kolayca kontrol ederiz. Boylece, kanit tiimevarimla tamamlanir.

2n=1,2,...i¢in u,, = 3[3" 2 + (=1)" a+ 1[3"! 4 (—1)"]b. Tiimevarimla kanit.

23Sadece iki tamsay1 vardir, a = 1 ve a = —1. Bu sayilarin her ikisinin de istenen kosulu

sagladigini kolayca kontrol ederiz. n = 1 igin bu kosuldan a®* = a oldugu sonucu ¢ikar.
Dolayisiyla, a > 2 bir tamsay1 olsaydi, a® > a2 > a olurdu, ki bu imkansizdir. Eger a < —2
olsaydi, | a® |= 1/ | a [#/< 1 olurdu, bu da a® = a ve a < —2 olmasi | a® |=| a |> 2 anlamia
geldiginden yine imkansizdir.
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223. Hem toplami hem de garpimi tam kare olan tiim pozitif tam say1 ikililerini
bulmak icin bir yéntem veriniz.?*

224. Tki ardisik pozitif tam saymin kareleri toplamina esit olan tiim {icgen sayilar:

bulunuz.?®

225. V.E.Hogatt’in, her pozitif tam saymnin Fibonacci dizisinin birbirinden
farkli terimlerinin toplami seklinde gosterilebilecegini sdyleyen teoremini
kanitlayiniz.?6

226. Fibonacci dizisinin u,, terimlerinin n = 1,2, 3, ... i¢in
ugL = Up_1Upy1 + (_1)7171

esitligini sagladigimi kanitlayiniz.?”

24 2

a ve b keyfi pozitif tamsayilar olsun ve c?, a® + b?’nin en biiyiik kare bdlenini gostersin, yani
a? +b? = kc?. z = a’k, y = b2k olsun; = + y = a?k + b%k = (a® + b?)k = (kc)? olurken
zy = (abk)? olur. Toplami ve ¢arpimi kare olan tiim pozitif tamsayi ciftlerinin, uygun
secilmis a ve b i¢in bu sekilde elde edilebilecegini gosterecegiz. z ve t pozitif tamsayilar olmak
iizere « +y = 22, xy = t2 oldugunu varsayalim. d = (z,y) olsun ve c,, d’nin en biiyiik kare
bolenini gostersin; dolayisiyla, k 1’den biiyiik bir tamsayinin karesiyle boliinemeyen pozitif
bir tamsay1 olmak {izere, d = kc? olur. (z,,y;) = 1 olmak iizere x = dx,, y = dy, olur ve
x4y = 2%den (z, +y,)d = 22 sonucu cikar. Dolaysiyla, d = kc? | 22 ve k, 1’den biiyiik
bir tamsayinin karesiyle boliinemediginden, kc; | z buluruz; bu da z; pozitif bir tamsay1
olmak iizere z = kc,z; demektir. Buradan (z; +y,)d = = +y = 22 = k?c?2? = kdz?
olur, bu da =, + y; = kz? ve z,y; = t?/d? demektir. (z,,y;) = 1 oldugundan, x; ve y,
sayilarinin kare oldugu, yani =, = a?, y; = b7 oldugu sonucu gikar. z = dz, = k(c,a,)?,
y = dy, = k(c;b;)? oldugundan, a = c,a,, b = ¢, b, koyarak = = ka2, y = kb2 elde ederiz
ve a? +b% = (cya1)? + (c1b1)? = 2 (z; + ;) = k(cy21)%; ¢12; = ¢ koyarak a? + b% = kc?
elde ederiz; k sayis1 1’den biiyiik bir r tamsayisinin karesiyle boliilnemediginden, c2? sayis
a? + b%'nin en biiyiik kare bélenidir. < 100 olan ve hem toplami hem de ¢arpimi kare olan
tiim pozitif tamsay: ciftleri 2, 2; 5, 20; 8, 8; 10, 90; 18, 18; 20, 80; 9, 16; 32, 32; 50, 50; 72, 72;
2, 98; 98, 98; 36, 64’tiir.

#5Boyle sadece bir say1 vardir, 10. Gergekten de, (22 —1)2 + (2z +1)? = Ly(y + 1) ise, 0 zaman
(2z + 1) — (8z)? = 17 (kaynakta (2y + 1)? — (8z)2 = 17 olmali) ve 17 sayismn iki tamsay1
karesinin fark: olarak tek bir gosterimi vardir, 17 = 92 — 82. Bu, 2y + 1 = 9 verir, dolayisiyla
y=4vet, = 1y(y+1) =10 olur.

26Hogatt teoreminin < u,, olan her pozitif tamsay1 igin gegerli oldugunu n’ye gére tiimevarimla
kanitlayacagiz. n =1 i¢in u; = 1 oldugundan ve n = 2 i¢in u, = 1 oldugundan dogrudur.
Simdi n > 2 bir tamsay olsun ve < u,, olan her pozitif tamsaymin Fibonacci dizisinin farkh
terimlerinin toplami oldugunu varsayalm. k, u, < k < u, ., olacak sekilde bir tamsay1y1
gostersin. Eger k —u,, > w,_; olsaydi, w,,;, > k > u, ; +u, = u,,; olurdu, ki bu
imkansizdir. Dolayisiyla, 0 < k —u,, < u,,_; olur. k — u,, pozitif tamsayisi, tiimevarimla,
Fibonacci dizisinin farkli terimlerinin toplamina esittir ve k —u,, < u,,_; < u,, oldugundan,
u,, say1st bu gosterimde yer almaz. Buradan, k = (kK —u,,) + u,,’'in Fibonacci dizisinin farkh
terimlerinin toplami oldugu sonucu c¢ikar, bu da Hogatt teoreminin kanitin1 tamamlar. 1 = w4,
2=u3,3=uy =u; +us, d=u; +uy, 5 =u; =us+uy, 6 =u; +u;, 7=1us+ us,
8 =ug =uy +us, 9=1u; +ug, 10 = ug + ug olur.

2"T{imevarimla ilerleyecegiz. Formiiliimiiz n = 2 i¢in 12> = 1.2 4 (—1) oldugundan
gecerlidir. Formiiliimiiziin n > 2 tamsayisi i¢in gegerli oldugunu varsayalim. Dolayisiyla,

Ui = Up 1Upia + (_1)n71 olur. Buradan ugl+1 T URUp o = ugl+1 - un(un + un+l) =

Upiq(Upyq —u,) —u2 = u, qu, ; —u2 = (—1)" elde edilir, bu da formiilii n + 1 igin

kanitlar.
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227. Her tam saymin sonsuz degigik sayida beg tam sayimin kiipleri toplami
seklinde gosterilebilecegini kanitlayimiz.?8

228. 3 sayisinin sonsuz degisik sayida 0 ve 1’den farkh dort tam sayinin kiipleri
29

toplami seklinde gosterilebilecegini kanitlayiniz.

229. Elementer yontemlerle, birbirinden farkl doért pozitif tam sayinin kareleri
toplami geklinde en az iki degisik sekilde gosterilebilen sonsuz sayida pozitif
tam say1 bulundugunu ve birbirinden farkli dort pozitif tam sayinin kiipleri
toplami geklinde en az iki degisik sekilde gosterilebilen sonsuz sayida pozitif
tam say1 bulundugunu kanitlayiniz.?°

230. Her m pozitif tam sayisi icin 4m*-7 sayismim negatif olmayan dért tam saymin
kareleri toplami geklinde herhangi gosteriminde, bu sayilardan hicbirinin
2m~1den kiicitk olmadigin kanitlayimiz.3!

231. 1ki pozitif tam saymim kareleri toplami ve iki pozitif tam saymin kiipleri
toplami seklinde gosterilebilen 2’den biiyiik en kii¢iik tam sayiy1 bulunuz
ve aralarinda asal iki pozitif tam sayinin kareleri toplami ve iki pozitif tam
sayimin kiipleri toplami seklinde gosterilebilen sonsuz sayida pozitif tam say1
bulundugunu kanitlayiniz.>?

280Once 6t = (t + 1) + (t — 1) + (—t)3 + (—t)® 6zdegliginden, 6 ile boliinebilen her tamsaymnin,
tamsayilarin dort kiipiiniin toplami oldugunu fark edelim. Her k tamsayisi ve n pozitif
tamsayist igin, r = 0,1, 2, 3,4, 5 olmak iizere 6k + r — (6n + r)3 sayilarmin her biri 6 ile
béliinebilir (¢iinkii r tamsayisi i¢in 6 | 72 — r oldugundan), her tamsayinin sonsuz sayida
yolla tamsayilarin beg kiipiiniin toplami olarak temsil edilebilecegi sonucu ¢ikar. NOT. Her
tamsayinin tamsayilarin dort kiiptiniin toplami olarak sonsuz sayida yolla temsil edilebilecegi
varsayllmaktadir (ve bu varsayim < 1000 olan tiim pozitif tamsayilar i¢in kontrol edilmistir);
bkz. Schinzel, Sierpinski [21] ve Demjanenko [6].

2Coziim, n = 1,2,3, ... icin 3 = (4 + 24n3)3 + (4 — 24n3)3 + (—24n3)2 + (—5)® dzdesliginden
hemen elde edilir.

30Kamit, t > 8 tamsayisi icin gegerli olan asagidaki iki 6zdeslikten hemen elde edilir: (t — 8)2 +
=12+ (t+1)24+(t+8)2=(t—7)2+(t—4)2+(t+4)2+(t+7)2?ve (t—8)3+(t—1)3+
E+1)34+(t+83=0t—T3+(t—4)3+(t+4)3+(t+7)>

31Baz1 pozitif m tamsayilari igin 4™ - 7 = a2 + b2 + ¢2 + d? oldugunu varsayalim; burada
a,b, c,d sayllarindan en az biri, diyelim ki a, > 0 ve < 2™ Y’dir. a = 0 olamaz, ciinkii bu
durumda 4™ - 7 tamsayilarin ti¢ karesinin toplami olurdu, ki bu imkansizdir (bkz. érnegin,
W. Sierpiniski, [37, s. 363, Teorem 3]). Dolayisiyla m > 1 olmahdir ve a = 2%(2t — 1) olur;
burada k, < m — 2 olan negatif olmayan bir tamsay1 ve t pozitif bir tamsayidir. Buradan
4m .7 —[2k(2t — 1)]2 = 4k[4mF . 7 — (8u + 1)] = 4F(8v + 7) elde edilir; burada u ve v
tamsayidir (k < m — 2 oldugundan m — k > 2 demektir) ve 4*(8v + 7) = b2 + 2 + d? olur,
ki bu imkansizdir. NOT. m pozitif bir tamsay1 olmak tizere 4™ - 7 sayisinin, tamsayilarin
dort karesinin toplami olarak en az bir gosterimi oldugunu kanitlamak kolaydir, ¢linkii
4m .7 = (2m)2 + (2m)2 + (2m)2 + (2m+1)2’dil‘.

32> 2 olan ve pozitif tamsayilarm iki kiipiiniin toplami olan ilk alt1 tamsaymm 1% + 23 = 9,
23 +23 =16, 1% + 3% = 28, 23 + 3% = 35, 3% + 3% = 54, 1% + 43 = 65 oldugunu kolayca
kontrol ederiz. 9, 16, 28, 35 ve 54 sayilarindan higbiri tamsayilarin iki karesinin toplami
degildir, 65 = 12 + 82 iken. Dolayisiyla, > 2 olan, tamsayilarin iki karesinin toplami ve
pozitif tamsayilarin iki kiipiiniin toplami olan en kiigiik tamsay1 65’tir. Aralarinda asal iki
pozitif tamsayinin iki karesinin toplami ve iki kiipiintin toplami olan sonsuz sayida pozitif
tamsay1 oldugunu géstermek icin, k pozitif tamsayist igin 1+ 2% = 12 4 (28F)2 = 13 4 (22F)3
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232. s pozitif tam sayisi i¢in verilmigse, her £k = 1,2, ..., n i¢in n sayis1 iki tane

pozitif tam sayinin k. dereceden kuvvetleri toplami olacak sekilde bir n > 2
tam sayisinin bulundugunu kanitlayimiz.?3

233. 1ki tam saymmn kiipleri toplami seklinde gosterilemeyen, fakat iki rasyonel
sayimin kiipleri toplami geklinde gésterilebilen sonsuz sayida pozitif tam say1
bulundugunu kanitlayiniz.?*

234. 1ki pozitif tam saymn kiipleri fark: seklinde gosterilebilen, fakat iki pozitif
tam sayimin kiipleri toplami geklinde gosterilemeyen sonsuz sayida pozitif
tam say1 bulundugunu kanitlayiniz.?

235. Her k > 1, k # 3 tam sayisi igin iki pozitif tam saymin k. dereceden
kuvvetleri farki geklinde gosterilebilen, fakat iki pozitif tam saymin k.
dereceden kuvvetleri toplami seklinde gosterilemeyen sonsuz sayida pozitif
tam say1 bulundugunu kanitlaymiz.>

oldugunu belirtmek yeterlidir.

330rnegin, 1+ 2°! say1s1 bu 6zellige sahiptir, ¢iinkii k = 1, ..., s i¢in k | s!’dir. Elbette, s! yerine

[1,2, ..., s] sayisim alabilirdik.

34Ornegin, 6-8™ (n =0,1,2,...) formundaki tiim sayilar istenen 6zellige sahiptir. Gergekten

de, n’nin ¢ift olmas1 durumunda bu say1 9’a béliindiigiinde 6 kalanini verdiginden, n’nin
tek olmasi durumunda ise (8 = —1(mod 9) oldugundan) 3 kalanmim verdiginden, boyle bir
say1 pozitif tamsayilarmn iki kiipiiniin toplami degildir. Ote yandan, bir tamsaymnin her kiipii
9’a boliindigiinde 0, 1 veya -1 kalanini verir, dolayisiyla iki kiipiin toplami yalnizca 0, 1,
-1, 2 veya -2 kalanini verebilir ve 3 veya 6 kalanini (ne de 4 veya 5) veremez. Ote yandan,
6 = (17/21)% + (37/21) oldugunu kolayca kontrol ederiz, bu da 6 - 8" = (1£2)3 4 (372%)3
verir. Boylece, 6 - 8™ (n =0, 1, ...) sayilar iki pozitif rasyonel saymin kiipidiir.

35Kamit A. Schinzel’e aittir. Ornegin, 7-8™ (n = 0,1,2,...) formundaki tiim sayilar istenen

ozellige sahiptir. Gercekten de, bir yandan m = 0, 1,2, ... igin 7 - 8™ = (27+1)3 — (2n)3%¢
sahibiz; ote yandan 7-8™ (n = 0,1,2,...) sayilarindan hig¢birinin pozitif tamsayilarin iki
kiipiiniin toplami olmadigim kamtlayacagiz. iddianin n = 0 ve n = 1 icin dogru oldugunu
kolayca kontrol ederiz. Simdi, 7 - 8™’in pozitif tamsayilarin iki kiiptiniin toplam: oldugu bir n
pozitif tamsayisinin var oldugunu varsayalim ve n bu tiir sayilarin en kii¢iigii olsun; dolayisiyla,
n > 2 olur ve x, y pozitif tamsayilar olmak iizere 7-8" = x% + y% = (z + y) (22 — zy + y?)
olur. Sol taraf ¢ift oldugundan, x ve y ya her ikisi de ¢ift ya da her ikisi de tektir. Eger her
ikisi de tek ise, x? — zy + y? tektir ve sol tarafin sadece 1 ve 7 gibi tek bélenleri oldugundan,
22 —zy+y? =1 veya 22 — 2y + y*> = 7 olmaldir. 1k durumda 3 + y® = 2 + y olurdu
ve x,y pozitif tamsayilar oldugundan, bu z = y = 1 demektir, dolayisiyla 7 - 8™ = 2 olur,
ki bu imkansizdir. Eger x? — zy + y? = 7 ise, (2o —y)? + 3y? = (2y — x)2 + 322 = 28
olur, bu da 3z2 < 28 ve 3y? < 28 verir, dolayisiyla = < 3, y < 3. Béylece, 23 + y* < 54
olur, ki bu 3 +y2 = 7-8™ > 7. 82 oldugundan imkansizdir. Dolayisiyla, = ve y’nin her
ikisi de cifttir, = = 2x,,y = 2y,; burada =, ve y, pozitif tamsayilardir ve 7-8" = x3 + 3
oldugundan 7 - 8" ! = 23 + 4% olur, bu da n sayisinin tanimiyla celigir. Bu nedenle, 7 - 8"
(n=0,1,2,...) sayilarinin istenen 6zellige sahip oldugunu kamitladik. NOT. 1’den biiyiik
bir tamsayinin herhangi bir kiipiiyle béliinemeyen ve rasyonel sayilarin iki kiipiiniin toplami
olarak temsil edilemeyen sonsuz sayida n pozitif tamsayisi oldugu kanitlanmigtir, ancak kaniti
zordur. < 50 olan bu tir sayilar 3, 4, 5, 10, 11, 14, 18, 21, 23, 25, 29, 36, 38, 39, 41, 44,
45, 46, 47°dir. 22 sayisi, rasyonel sayilarin iki kiipiiniin toplamidir, ancak biiyiik paydalara

sahiptir: 22 = (1229)3 4 (23459)3 Bkyz. (23, s. 301 ve s. 354 ve 357°deki tablolar].

36Kamit A. Schinzel’e aittir. n = 0,1,2,... icin (2¥ — 1) - 2”* formundaki sayilar istenen

ozellige sahiptir. Agkga (2% — 1)27F = (27+1)* — 27K’y gahibiz ve (2F — 1)27% = u* + o*
(1) denkleminin u ve v pozitif tamsayilarinda ¢éziimii olmadigini géstermek kaliyor. Bu,

69



236. Her n > 1 tam sayisi i¢in iki pozitif tam sayinin n. dereceden kuvvetleri
toplami geklinde gosterilebilen, fakat iki pozitif tam saymin k. dereceden
kuvvetleri farki seklinde gosterilemeyen sonsuz sayida pozitif tam sayi
bulundugunu kanitlayimiz.?”

237. 1’den n’ye kadar olan pozitif tam sayilarin kareleri toplami tam kare olmasini
saglayan en kiiciik n > 1 tam sayismi bulunuz.?®

n = 0 igin dogrudur ¢iinkii 1% + 1% < 2¥ — 1 < 2% 4 1%’dir. (1) denkleminin u ve v pozitif
tamsayilarinda ¢éziimii olan n pozitif tamsayilarinin var oldugunu varsayalim ve n bu tir
sayilarin en kiigligii olsun. w ve v’nin her ikisi de ¢ift olsaydi, u = 2u,, v = 2v,, (1) geregince
(2% — 1)2(n"Yk = ok 4 vk olurdu, bu da n sayisinin tanimiyla geligir. (1)’in sol tarafi ¢ift
oldugundan, u ve v sayilarinin her ikisi de tek olmalidir. k£'nin tek ve > 3 oldugunu varsayalim.
"ukiiﬁk =kl P2y 4 B 3y2 —
hepsi tek oldugundan, sol tarafin tek oldugu sonucu gikar; bu say1 (2% — 1)
oldugundan, “:Lifu’k <
gelir, ve sonug olarak v*~1 < 2¥; boylece v < 2%/(F~1) < 3 (giinkii k > 3). k tek oldugundan,
v = 1 olur ve “Ziﬂjk = “jf—:ll > uF2(u—1) > (u— 1) olur. Buradan (u — 1)F~1 < 2k
sonucu ¢ikar, bu da © — 1 < 3 verir, dolayisiyla u tek oldugundan, u = 1 veya u = 3 olur.

u = 1 iligkisi imkansizdir, ¢linkii o zaman u”* + v* = 2 olurdu, ki bu (1) ile gelisir. v = 3

...+ v*! formiiliinden, sag taraf k terim icerdiginden ve
27k nm bir béleni

e Ky k B
2k — 1 olmalidir. u > v varsayabiliriz, bu da 2+~ > k=1 gnlamina
Y ’ u+tv

iligkisi de imkansizdir, ¢iinkii % = 3k'4+1 sonucunu verirdi, ki bu (k > 3 icin) > 2% — 1°dir.
Simdi k’'nin ¢ift bir pozitif tamsay1 oldugunu varsayalim. u ve v tek oldugundan, u® 4 v*
say1s1 4’e boliindiiginde 2 kalanmi verir, bu imkansizdir ¢iinki (1)’in sol tarafi 4 ile boliinebilir.
Bu, kanit1 tamamlar.

3TKanit A. Rotkiewicz’e aittir. Eger 2 | n ise, k ve I pozitif tamsayilari icin (2k+1)™ + (21 + 1)
sayisi, pozitif tamsayilarin iki n’inci kuvvetinin toplamidir; 4t + 2 formunda bir say1 olarak,
iki karenin farki degildir; 2 | n oldugundan, pozitif tamsayilarin iki n’inci kuvvetinin farki
da degildir. Ote yandan, 2 } n ise, (2" + 1)27F = (2k*1)" 4 (2F)" gayilan (k= 0,1,2, ...
i¢in) pozitif tamsayilarin iki n’inci kuvvetinin fark: degildir. Gergekten de, x > y olan x
ve y pozitif tamsayilar igin (27 + 1)27* = 2™ — y™ olsaydi, =, = z/(z,y) ve y, = y/(x,y)
sayilar1 pozitif tamsayilar olurdu ve aralarinda asal olduklarindan her ikisi de ¢ift olamazdi.
2} (2 —y?)/(z, —y,) oldugu kolayca sonucu gikar ve (27 +1)2"* = (z, y)"(z; —y;) 2i vt

T1—Y1
oldugundan, 211:91 | 2" + 1 olmaldir; bu da % < 2™ + 1 anlamina gelir. Ancak,
2iovi x> 371 olur (x; = 2 olamaz, ¢iinkii o zaman y; = 1 olurdu ve 2" —1| 2™ +1

z1—y
olhrdlu, ki bu imkansizdir). Dolayisiyla 3771 < 2™ + 1 olurdu, ki bu n > 3 igin imkansizdir.
3812 422 ...+ n? = % formiiliinii kullanacagiz. m pozitif bir tamsay1 olmak iizere
n(n + 1)(2n + 1) = 6m? olacak sekilde n > 1 olan en kiigiik tamsayiyr bulmaliyiz. Alt
durumu ayirt edecegiz:
1. k pozitif bir tamsay1 olmak iizere n = 6k. Denklemimiz k(6k + 1)(12k + 1) = m? halini
alir. Sol taraftaki carpanlar aralarinda asal oldugundan, hepsi kare olmalidir. k = 1 ise,
6k + 1 bir kare degildir. 1’den sonraki bir sonraki kare 4’tiir. k = 4 ise, 6k + 1 = 52,
12k + 1 = 72 olur ve sonug olarak n = 6k = 24 icin 1% + 22 + ... + 242 toplami pozitif bir
tamsayinin, 70’in, karesidir.
2. k pozitif bir tamsay1 olmak iizere n = 6k+ 1. Bu durumda (6k+1)(3k+1)(2k+ 1) = m?
olur ve (aralarinda asal olan) 2k + 1, 3k + 1 ve 6k + 1 sayilarimin her biri bir kare olmaldir.
2k + 1’in kare oldugu en kiiciik k k = 4’tlir; ancak bu durumda n = 6k + 1 > 24 olur.
3. k > 0 bir tamsay1 olmak {izere n = 6k + 2. Bu durumda (3k + 1)(2k + 1)(12k + 5) = m?
olur ve (aralarinda asal olan) 3k + 1, 2k + 1 ve 12k + 5 sayilarinin kare olmas: gerekir. k=0
olsaydi, 12k + 5 sayisi bir kare olmazdi. Ote yandan, k pozitif tamsayisi icin, daha énce
oldugu gibi, k > 4 olur, dolayisiyla n = 6k + 2 > 24 olur.
4. k > 0 bir tamsay1 olmak iizere n = 6k + 3. Bu durumda (2k + 1)(3k + 2)(12k + 7) = m?
olur; 2k + 1, 3k + 2 ve 12k 4 7 sayilarinin aralarinda asal olduklarini kolayca goriiriiz,
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238. a ve b 1’den biiyiik tam sayilarsa a® seklinde olan sayiya 6z kuvvet diyelim.
Sonlu sayida 6z kuvvetin toplami gseklinde yazilabilen tiim pozitif tam sayilar
bulunuz.?”

b. 6’dan farkl her n < 10 pozitif tam sayisinin iki 6z kuvvetin fark: geklinde

gosterilebilecegini kanitlayiniz.

239. Kenar uzunluklar: tam say1 olan her dik iiggen ve her n pozitif tam sayist
i¢in bu tiggene benzer ve her kenar uzunlugu bir pozitif tam sayinin n’den
biiyiik dereceden kuvveti olan bir iicgen bulundugunu kanitlayiniz.*°

240. (n —1)! + 1 = n? esitligini saglayan tiim n > 1 tam sayilarin1 bulunuz.*!

dolayisiyla kare olmalar1 gerekir. k= 0,1, 2 veya 3 olamaz, ¢iinkii bu durumda 3k + 2 sayis1
bir kare olmazdi. Dolayisiyla, k > 4 olur, bu da n = 6k + 3 > 24 demektir.

5. k > 0 bir tamsay1 olmak iizere n = 6k + 4. Bu durumda (3k + 2)(6k + 5)(4k + 3) = m?
olur; burada 3k + 2, 6k + 5 ve 4k + 3 sayilar1 aralarinda asaldir, dolayisiyla kare olmalar:
gerekir. k = 0,1,2,3 olamaz, ¢linkii o zaman 3k + 2 sayis1 bir kare olmazdi. Dolayisiyla,
k > 4 olur ve sonug olarak n = 6k + 4 > 24 olur.

6. k > 0 bir tamsay1 olmak iizere n = 6k + 5. Bu durumda (6k + 5)(k+ 1)(12k + 11) = m?
olur ve 6k + 5, k + 1 ve 12k + 11 sayilar aralarinda asaldir, dolayisiyla hepsi kare olmalidir.
k =0,1,2,3 olamaz, ¢iinkii bu durumda 6k + 5 sayis1 bir kare olmazdi. Dolayisiyla, k > 4
ve n = 6k +5 > 24 olur. Boylece, 12+ 22 + ... + n?’nin bir kare oldugu n > 1 olan en kiiciik
tamsaymin n = 24 oldugunu kanitladik.

NOT. 12422+ ...+ n?'nin bir kare oldugu tek pozitif tamsayinin n = 24 oldugunu géstermek
oldukca zordur. Ote yandan, 13 +23 + ... +n3 toplami her n pozitif tamsayisi icin bir karedir,
ancak herhangi bir n i¢in pozitif bir tamsayinin kiipii olmadigr kanitlanabilir.

391, 2, 3,5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 19, 23 disindaki tiim pozitif tamsayilar. Yukaridaki on iic
saymin higbirinin, sonlu sayida 6z kuvvetin (bunlar sirasiyla 22, 23, 32, 2% = 42 52 33, 25,
62, ..’ye esittir) toplam1 olmadigini géstermek kolaydir. Simdi n, yukaridaki on ii¢ sayidan
herhangi birinden farkl bir pozitif tamsay: olsun. k pozitif bir tamsay1 olmak iizere n = 4k
ise, n sayws1 k tane 22 sayisinin toplamidir. n = 4k + 1 ise, n # 1 ve n # 5 oldugundan,
k > 2 varsayabiliriz; o zaman n = 4k + 1 = 32 + 4(k — 2) olur, burada k — 2 bir tamsay1
> 0’dir. k= 2ise, n =32 olur, k> 2 ise, n = 32 + 22 4 ... + 22 olur, burada 22’ye esit
terimlerin sayis1 k — 2’dir. n = 4k + 2 ise, n sayis1 6, 10 ve 14 sayilarindan farkli oldugundan,
k>4 olur ve n =4k +2 =32+ 32 + 4(k — 4) olur. Yine n sayisinin istenen &zellige sahip
oldugu sonucu gikar. Son olarak, n = 4k+3 ise, n # 3,7,11,15,19 ve 23 oldugundan, k > 6
olur ve n = 32 + 32 + 32 + 4(k — 6) olur, bu da n’nin istenen 6zellige sahip oldugunu gésterir.
b.1=32-23,2=3%3-523=27-534=5%3-112=23-22 5=32-22 7=27_-112,
8§=24-239=52-42 10=13%-3".

NOT. 6 sayisimn iki 6z kuvvetin fark: olup olmadigini bilmiyoruz. Her pozitif tamsayinin
sonlu > 0 sayida, iki 6z kuvvetin fark: olarak gdsterimi oldugu varsayilmigtir.

q,b,c pozitif tamsayillar olmak {izere a? + b2 = 2 ise, bu esitligin her iki
tarafini @2(4n*-Dpan(2ni1)(n-1)4n(2n-1) gauig) jle carparak [(a2mb2nl(n-1)cn(2n-1))2n]2 4
[(a2n+1b2n27102n2)2n71}2 _ [(a2n—1b2n(n—1)02n272n+1)2n+1]2 elde ederiz.

41 Bgyle tek bir pozitif tamsay1 vardir, n = 5. Bu saymm (n—1)!4+1 = n? denklemini sagladigini
kolayca kontrol ederiz ve n = 2,3 ve 4 sayilarinin bu denklemi saglamadigini da kontrol
ederiz. m = 6 icin n? > 6n — 4 elde ederiz ve ayn1 esitsizligin n > 6 olan her tamsay1 icin
gecerli oldugunu tiimevarimla gosteririz. n > 6 bir tamsayi ise, n? > 6n — 4 oldugundan
(n—!+1>2(n—1)(n—2) =2(n?—3n+2) > n? olur. Dolaysiyla, n > 6 tamsayisi igin
(n—1)!'+1 =n? olamaz. NOT. n? | (n—1)! +1 olan n > 5 olan sadece iki pozitif tamsay1
biliyoruz, 13 ve 563 sayilari, ve bu tiir daha fazla say1 olup olmadigini ya da sonlu sayida
olup olmadigini bilmiyoruz. Boyle her sayinin asal olmas: gerektigini biliyoruz. n = 5,6 ve 8
icin (n — 1)! 4+ 1 sayilarimin (swrasiyla 5, 11 ve 71 sayilarinin) kare oldugunu da belirtelim ve
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241. Iki ardigik iiggen sayisinin carpimimin hicbir zaman tam kare olmayacagini,
fakat her ¢, = % sayisi icin t,t,, carpiminin tam kare olacak
gekilde ¢,,’den biiyiik olan sonsuz sayida ¢, licgen sayisinin bulundugunu
kanitlayiniz.*?

242. Logaritma tablosu kullanmadan Fjg,s = 22" 4 1 sayismmn basamak

sayisinin 10%82’den biiyiik oldugunu kanitlayiniz ve (Fjq45 sayisinm en kiigiik
asal béleni olan) 5 - 21947 4+ 1 sayismim basamak sayisii bulunuz.*?

243. 211213 1 (bilinen en biiyiik asal say1) sayisiin basamak sayisini bulunuz.*

244, 212112(212112 _ 1) (bilinen en biiyiik miikemmel say1) sayisinin basamak
say1sin1 bulunuz.*?

245. 3! sayisinin basamak sayisinin 1000’den fazla oldugunu kanitlayiniz ve bu
sayimin sonundaki 0 sayisi1 bulunuz.*

bu tiir bagka sayilarin olup olmadigini bilmiyoruz.

42p > 1 bir tamsay1 icin ¢,, _;t,, = m? olsaydi, m pozitif bir tamsay1 olmak iizere, (n? —1)n? =
(2m)? olurdu ve n? —1 ile n? aralarinda asal oldugundan, her birinin bir kare olmas: gerekirdi,
ki bu imkansizdir ¢tinkii farklar: bire egit olan iki tamsay1 karesi yoktur. Simdi n verilen
bir pozitif tamsay1 olsun. 2 — n(n + 1)y? = 1 denkleminin = ve y pozitif tamsayilarmda
sonsuz saylda ¢oziimii vardir. Gergekten de, bu ¢oziimlerden biri x = 2n + 1 ve y = 2'dir; x
ve y pozitif tamsayilar igin 2 —n(n + 1)y? = 1 ise, o zaman [(2n + 1)z + 2n(n + 1)y]? —
n(n + 1)[2x + (2n + 1)y]2 = 1 olur. = ve y, 2 — n(n + 1)y? = 1 olacak sekilde pozitif
tamsayilar ise, t,,t, .2 =t,t,9%(2t,y*>+1) = t2y*z> = (t,yx)? olur. Ornegin, n = 2 i¢in
toto, = 302, totago = (2-20-49)? (kaynakta t, ve 3- yaziyor, n = 2 igin ¢,, = t, = 3’tiir)
vb. elde ederiz.

43210 = 1024 > 10%’e sahibiz. Buradan 21945 = 25(210)194 > 10. 103194 = 10583 (kaynakta
25 yerine 10 yaziyor) sonucu gikar. Bdylece, 221%%° 5 910983 _ (210)10582 > 10319°%: ve son
sayinin basamak sayis1 10°82’den biiyiiktiir. 521947 41 sayis1, 5-21947 = 10 - 21946 gayisi ile
ayni basamak sayisina sahiptir ve 2’nin ondalik logaritmasi log,,2 = 0, 30103... oldugundan,
21946 — 1(1946log102 — 105858+ olur ve buradan sayimizin 586 basamag: oldugu sonucu
cikar. NOT. F'g,5 bilinen en biiyiik bilesik Fermat sayisidir.

44211218 _ 1 gayis1 (ondalik sistemde) 211212 ile ayni basamak sayisina sahiptir, ¢iinkii ondan
sadece bir eksiktir. Dolayisiyla, 211213 ’iin ondalik basamak sayisim hesaplamak yeterlidir. n
pozitif bir tamsayis1 z reel olmak tizere n = 10” formunda ise (tabii ki > 0), [z] z’i asmayan
en biiyiik tamsayiy1 gostermek iizere, 101®] < n < 1041 olur (kaynakta 10* < n yaziyor) ve
buradan n sayisinin [z] + 1 ondalik basamagi oldugu sonucu gikar. 211213 = 1011213 log102
olur ve log,,2 = 0,30103... oldugundan, 3375 < 11213 log,,2 < 3376 olur. Dolayisiyla,
211213 gayisinin (dolayisiyla 211218 — 1’in de) 3376 ondalik basamag: vardir.

45911212(911213 _ 1) — 2224256 _ 911212 (hpce 222425 gayisimin basamak sayisini hesaplariz.
22425 log,,2 = 22425 - 0,30103... = 6750, 597... oldugundan, (Problem 243’iin ¢éziimiine
bakimz) 22242° gayismin 6751 basamagi oldugu sonucunu elde ederiz ve 222425 =
106750,597... — 106750 . 100,597... olur. 100,597... > 101/2 > 3 oldugundan, 106751 >
222425 > 3.10°750 elde ederiz, bu da 222425’in ilk basamaginin > 3 oldugunu gosterir.
Dolayisiyla, 222425 sayisindan daha az basamak sayisina sahip olan 211212 sayisin1 (kaynakta
211213 vaziyor) gikarirsak, ilkinin basamak sayisimi degistirmemis oluruz. Sonug olarak,
211212(211213 _ 1) sayis1 6751 basamaga sahiptir.

4631 = 6, 3!l = 6! = 720, 3! = 720! > 99!100%2! > 10'242 olur. Dolayisiyla, 3!!! sayisi
binden fazla basamaga sahiptir. Iyi bilinen teoreme gore (bkz. 6rnegin, Sierpinski [37, s.
131, Teorem 6]), m pozitif bir tamsay1 ve p bir asal ise, m!’i bolen p’nin en bilyiik kuvveti

[+ (2] + [%] + ... ’dir; burada [z], i asmayan en biiyiik tamsayiy1 gosterir. Buradan,

P p?
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246. Asagidaki 6zellige sahip olan m > 1 tam sayis1 bulunuz: bir z tam say1 sayisi
igin f(x) degeri m’ye boliinecek, bagka bir = degeri i¢in f(z) degeri m’ye
boliindigiinde 1 kalani verecek ve tiim x tam say1 degerleri i¢in f(x) degerleri
m’ye boliindiigiinde 0 veya 1 kalani verecek gekilde tam say1 katsayili bir
f(x) polinomu bulunur.*”

247. m ve n pozitif tam sayilar ve D = [(4m? + 1)n +m]? 4+ 4mn + 1 olmak iizere
VD sayisinmn siirekli kesir seklinde gosteriniz.*®

3111 = 7200 bélen 5’in en biiyiik kuvvetinin [720] 4 [Z29] 4 [T20] 4 [720] = 144+ 2845+ 1 =

178 oldugu sonucu ¢ikar; 720!'i bolen 2’nin en biiyiik kuvveti ise daha buytktir (¢inki
[“29] = 360’tir). Buradan, 3!!! sayismin ondalik agihmimimn sonunda 178 sifir oldugu sonucu
cikar.

47Coziim A. Schinzel’e aittir. Sadece asal sayilarin kuvvetleri (pozitif tamsay1 iisleriyle) olan m
pozitif tamsayllan icin. Gercekten de, p bir asal ve k pozitif bir tamsay1 olmak iizere m = p*
ise, f(x) =x*®") i¢in p } £ durumunda, Euler teoremine gére f(x) = 1(mod p*) olur. p | z
durumunda ise ¢(p*) > p*¥~! > k (kolayca tiimevarimla gésterilebilir) oldugundan, p* | z*
ve sonug olarak p* | £#®") olur. Dolayisiyla, f(z) = 0(mod p*) olur. m > 1 bir tamsay1 ise
ve m bir asal saymin kuvveti degilse, m’nin en az iki farkli asal boleni vardir, p ve q # p.
f(x) tamsay: katsayili bir polinom olsun ve f(z;) = 0(mod m) ve f(zy) = 1(mod m)
olacak sekilde xz; ve z, tamsayilar1 bulunsun. Dolaysiyla, (p | m ve g | m oldugundan)
f(xz;) =0(mod p) ve f(x5) = 1(mod q) (kaynakta f(xz,) =1 yaziyor) iligkilerine de sahip
oluruz. p ve ¢ farkh asallar oldugundan, Cin kalan teoremine gére xz, = z;(mod p) ve
o = xo(mod q) olacak sekilde bir z tamsayisi vardir. Buradan f(z,) = f(z,) = 0(mod p)
ve f(xy) = f(zy) = 1(mod q) sonucu gikar. Bu denkliklerden ilki f(xz,) = 1(mod m)
olamayaca@imizi ima eder. Benzer gekilde, ikinci denklik f(z,) = 0(mod m) olamayacagimiz
ima eder. Sonug olarak, f(z,), m’ye bolindiiginde ne 0 kalanim ne de 1 kalanmim verir.
Dolayisiyla, m bir asalin kuvveti degilse, istenen kosullar: saglayan tamsay: katsayili bir f(x)
polinomu yoktur.

B D < [(4m?+1)n+m+1]? oldugunu kolayca goriiriiz, dolayisiyla VD sayisimn tam kismi ay =
1 _ VD+ag

VD—agq - Dfa,?J

VD sayisinim tam kismi oldugundan, a, < VD < ag+1 olur, buda 2a, < vVD+a, < 2ay+1

sonucunu verir ve ag = (4mn + 1)m + n (kaynakta aq = (4m? + 1)n + m) oldugundan,

2m + 4mn+1 < \Eﬂl“ < 2m + 2"+i1 buluruz. (2n + 1)/(4mn + 1) < 1 oldugundan,
ag

(4m? + 1)n + m’ye esittir, buda D —a2 =4dmn+1 ve z; = demektir. a,

= (VD + ay)/(D — a2) sayisinin tam kisminin a; = 2m’ye esit oldugunu goriiriiz.
\/B+a0

4mn+1 —2m =

Dolayisiyla, ©, = a; +1/z, ve x5 = 1/(x; —a,) olur. Ote yandan, z, —a, =

VD—[(4mn+1)m—n]
4mn+1

ve sonug olarak, z, = Mm"gl[ E{;;fgg*if;” "l olur. D = [(4mn + 1)m —n)? + (4mn + 1)2

(kaynakta D—[(4mn+1)m—n]? = (4mn+1) olmali, 4mn+1 degil) oldugunu kolayca kontrol

mﬁ—zw (kaynakta x,) sonucunu verir ve ag < VD < ag + 1

veya (dmn +1)m+n < VD < (4mn + 1)m +n + 1 (kaynakta a, = (4m? + 1)n + m)
oldugundan, 2m < z, < 2m + m elde ederiz. Sonug olarak, x,’'nin tam kismi a, =
2m’ye egittir. Dolaywsiyla, o = a5 + 1/x5 olur, bu da z3 = 1/(z, — a,) verir. Ancak,

Ty — Ay = %W —2m = %w (kaynakta —(4mn + 1)m — n degil,

—(4mn + 1)m + n olmal). Sonug olarak, z; = (4mrgj[([zl/;;+41$::i];n+n] = VD + (4mn +

1)m +n = VD + a, (kaynakta a, = (4m? + 1)n + m) olur, bu da z;%in tam kisminin
2a oldugunu ve VD sayisiin 2m, 2m ve 2a sayilarindan olusan ii¢ terimli periyoda sahip
aritmetik siirekli kesre acilimi oldugunu ima eder. NOT. v/D’nin aritmetik siirekli kesre
acihminin ii¢ terimli bir periyoda sahip oldugu tiim pozitif D tamsayilarinin, tam da yukarida
ele alinan D sayilari oldugu gosterilebilir. Bkz. Sierpinski [32].
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(kaynakta a, = (4m? 4+ 1)n + m iken ay, — 2m(4mn + 1) hesaplanmali)

ederiz, bu da z, =




248. ¢(n) Euler fonksiyonu, d(n) de n sayismin pozitif tam boélenlerinin sayisini
gostermek tizere p(n) = d(n) esitligini saglayan tiim n < 30 pozitif tam
say1sin1 bulunuz.*’

249. Her g pozitif tam sayis1 i¢in, her w > 1 rasyonel sayisiin, kK > g ve s > 0
tam sayilar olmak {izere

1 1 1

)

seklinde gosterilebilecegini kanitlayiniz.>
250. P. Erdds ve M. Suranyi’'nin gu teoremini kanitlayimiz: her k tam sayisi sonsuz
degisik yolla, m pozitif tam say1 olmak {izere ve + veya — igaretleri belirli
bir gekilde segilerek
k=41242%2+... £ m?

seklinde gosterilebilecegini kanitlayiniz.®!

Yp < 30 igin ¢(n) ve d(n) fonksiyonlarinin degerlerini, bu fonksiyonlar igin iyi bilinen
formiillerden, yani n = ¢'q52...q2" ise ¢(n) = ¥ (g, — 1)...¢5* (g, — 1), d(n) =
(a; +1)...(ag + 1)’den hesaplayarak, ¢(n) = d(n) olan n < 30 degerlerinin sadece
n =1,3,8,10,18,24 ve 30 oldugunu kolayca goriiriiz. Burada ¢(1) = d(1) = 1, ¢(3) =
d(3) = 2, 6(8) = d(8) = 4, 6(10) = d(10) = 4, G(18) = d(18) = 6, $(24) = d(24) = 8,
¢(30) = d(30) = 8%e sahibiz. NOT. n pozitif tamsayilar igin ¢(n) = d(n) denkleminin
baska ¢6ziimii olmadigr kamtlanmigtir. n > 30 igin ¢(n) > d(n) oldugu gosterilebilir; bkz.
Pélya ve Szegd [15, Bolim VIII, problem 45].

59k pozitif tamsayis1 ve s > 0 tamsayis igin (14 £)(1+ 7). (14 55) = 1+ 5+ (1) oldugunu
kolayca kontrol ederiz. Pozitif bir w rasyonel sayis1 i¢cin w — 1, m ve n pozitif tamsayilar
(aralarinda asal olmalar1 gerekmez) ve n > g (kaynakta g=7) olmak tlizere w —1 = m/n
formunda her zaman temsil edilebilir. k =n ve s = m — 1 almak yeterlidir; o zaman (1)’in
sag tarafi w’ye esit olacaktir. Bu gekilde w sayisi i¢in istenen ayrigimi elde ederiz.

510Once her k > 0 tamsayisinm, m pozitif bir tamsay1 olmak iizere k = £12 £ 22 £ ... £ m? (1)
formunda, en az bir yolla temsil edilebilecegini kanitlayacagiz. Iddia 0 sayis: icin gecerlidir,
clinkii 0 = 12 +22 — 32 4+ 42 — 52 — 62 + 72. 1, 2 ve 3 sayilan icin de gecerlidir, ¢iinkii
1=12 2= —-12-22 32442 3 = —12 + 22 (kaynakta 22,4 yaziyor, 3 = —12 + 22
olmali), 4 = —12 — 22 4 32. Simdi, teoremimizin her pozitif k tamsayisi i¢in dogru oldugunu
kanitlamak yeterlidir ve 0, 1, 2 ve 3 sayilar1 i¢in dogru oldugundan, teoremin k£ > O bir tamsay1
icin dogruysa, k + 4 sayisi icin de dogru oldugunu kanitlamak yeterlidir. Oyleyse, teoremin k
sayist i¢in dogru oldugunu varsayalim; dolayisiyla, m pozitif bir tamsayisi vardir 6yle ki + ve -
isaretlerinin uygun segimiyle (1) iligkisine sahibiz. (m+1)%—(m+2)2—(m+3)%2+(m+4)? = 4
(2) oldugundan, (1)’den k+4 = £124+22+...4m2+(m+1)2—(m+2)%2—(m+3)2+(m+4)2
(kaynakta (2) etiketi yanlis yerde) oldugu sonucu gikar, yani teoremimiz k + 4 sayisi igin
gegerlidir. Dolayisiyla, her tamsay1 i¢in dogrudur. (2)’den (kaynaktaki (2) degil, 4 = ...
formiilii olmali) her m pozitif tamsayisi igin (m +1)%2 — (m +2)2 — (m +3)2 + (m +4)? —
(m +5)2 4+ (m+6)2+ (m+7)2 — (m + 8)? = 0 oldugu sonucu cikar. Dolayisiyla, (1)’de
m sayisim1 m + 8 ile, dolayisiyla m + 16 ile vb. degigtirebiliriz. Bu, her k tamsayisinin (1)
formunda sonsuz sayida yolla temsil edilebilecegini gosterir, ki bu kanitlanmasi gerekendi.
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